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1 Ziel des Versuchs 1

In Tabelle 1 ist eine Ubersicht iiber alle in diesem Versuchsprotokoll verwen-
deten Symbole gegeben.

Groflensymbol  Bedeutung

N, No Teilchenzahl
t Zeit
At Zeitintervall
A Parameter im Zerfallsgesetz
N Gesamtzahl in der Binomialwahrscheinlichkeitsdichtefunktion
D Ereigniswahrscheinlichkeit in der Binomialwahrscheinlichkeitsdich-

tefunktion

x Erfolgszahl in der Binomialwahrscheinlichkeitsdichtefunktion
T Registrierte Ereignisse im Zahlexperiment
T Zahlrate im Zahlexperiment
n Erwartungswert der Poisson- und Normalverteilungswahrscheinlich-
keitsdichtefunktion
o? Varianz der Normalverteilung
Ck k-tes zentrales Moment
T Arithmetischer Mittelwert von Beobachtungen der Gréfle x;
n Gesamtzahl registrierter Ereignisse x;
m Gesamtzahl verschiedener registrierter Ereignisse x;
i, 7 Indizes
N; Anzahl Ereignisse x;
PBinomial Binomialwahrscheinlichkeitsdichtefunktion
Pgaus Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung
Proisson Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Poissonverteilung
H Héufigkeitsverteilungen
S Schiefe
K Kurtosis
6 Schétzer auf den wahren Wert 6
(0) Erwartungswert der Zufallsvariable 6
Sz Unsicherheit auf (Mess-) Grofie =

Tabelle 1: Symbole, die in diesem Versuchsprotokoll verwendet wurden.

1 Ziel des Versuchs

In diesem Versuch soll die Haufigkeitsverteilung der Impulse eines Zéahlrohres
zunéchst bei der Messung mit einem radioaktiven Praparat und anschlieend
bei der Bestimmung des Nulleffekts ermittelt werden. Die gemessenen Ver-
teilungen sollen dann graphisch mit der Poisson- bzw. GauBverteilung zum
jeweils gleichen Mittel- bzw. Erwartungswert verglichen werden. Auch sollen
die Momente der gemessenen Verteilungen berechnet und anschliefend mit
den theoretischen Verteilungen verglichen werden.
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2 Physikalische Grundlagen

Fiir den radioaktiven Zerfall gilt das Zerfallsgesetz:
N(t) = Noge. (1)

Der radioaktive Zerfall ist ein Zahlexperiment. Da eines von N radioakti-
ven Teilchen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p in einem Zeitintervall
zerfallt (oder eben nicht), kann man mit einer Binomialverteilung

M- @)

PBinomial,N,p(x) = m

rechnen. Diese kann fiir p — 0 und N — oo durch

1
PPoisson,u(x) = Euxeu (3)

angenahert werden. Ist die mittlere Zerfallsrate N hoch genug, kann man
diese durch die die Poisson-Verteilung anndhern:

1 _@-w?
PGauss,p(l') = \/Tﬂ'je 2p (4)

Fiir die zentralen Momente von Wahrscheinlichkeitsverteilungen gilt
k
o = (@ = (2)"). (5)

Das erste zentrale Moment ist der Erwartungswert, der sich mit dem Mit-
telwert T optimal schéatzen lasst:

> xjNj, (6)

wobei NN; die absolute Haufigkeit des Vorkommens von dem Messwert x;
und m die Anzahl der verschiedenen x; darstellt. n ist die Gesamtzahl an
aufgenommenen Messzeitintervallen, also in unserem Fall n = 400. Die Dar-
stellung der x; durch verschiedene z; bietet sich an, da unsere Daten in
einem Histogramm vorliegen. Das zweite zentrale Moment ist die Varianz

o2 mit
o2 = 1 i(x'—f)zz
n—lZ‘:1 ! n—lj

das dritte die Schiefe S

Nj(z; )%, (7)

1 n
=1

S = c3(p) /o’ (8)

mit dem Erwartungswert p, wobei fiir diskrete Datensétze die Schiefe mit

S N
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als relative H&aufigkeit des Auftretens von bestimmten Messpunkten ge-
schatzt werden kann [3]. Das vierte zentrale Moment ist die Kurtosis K

K = cy(p)/o* = 3. (10)

Diese kann fiir diskrete Datensatze mit

~ n(n+1) x;—T 4_ 3(n—1)*
f= e o) woney W

i

geschitzt werden [2]. Fiir die wahren Werte fiir S und K folgt nach einer
kurzen Rechnung aus Gleichungen (8) und (10) fiir eine Poissonverteilung
mit Erwartungswert pu:

1
Vi (12
m

Bei Zahlexperimenten ist die statistische Unsicherheit streng mit dem Er-
wartungswert gekoppelt:
p=o. (13)

Zum Vergleich mit den in Gleichungen (9) und (11) angegebenen Schét-
zern werden wir zudem folgende alternative Schitzer Sp, und K7

oisson Poisson
verwenden, die von Gleichung (12) motiviert sind:

1

S%’oisson =
(14)

!
KPoisson =

‘:>\>—t§

3 Aufbau und Durchfiihrung

3.1 Aufbau

Im Versuchsaufbau tritt y-Strahlung des radioaktiven Préparates Césium
137 durch ein enges Loch in seiner Abschirmung auf ein Zahlrohr, das mit
einem Hochspannungsgerit verbunden ist (siehe Abb. 1). Zwischen Quelle
und Zahlrohr kénnen Absorberplatten eingeschoben werden. Das Zdhlrohr
registriert v-Quanten und der Zahlimpulse. Die Zéhlgerite sind jeweils an
den Computer angeschlossen.

Zuerst schalteten wir den Computer und das Versorgungsgerat ein. Letz-
teres sollte wahrend des gesamten Versuchs auf der selben Betriebsspannung
eingestellt bleiben.
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Abbildung 1: Schematischer Versuchsaufbau, adaptiert von dem Versuchs-
konvolut [1]

3.2 Messung mit méaflig hoher Zihlrate

Nach Wahl eines passenden Messzeitintervalls (Registrierung von 20-30 Im-
pulsen), beobachteten wir den Verlauf der Zahlrate als Funktion der Zeit im
Verlaufsdiagramm. Anschlieend maflien wir die auftretende Zahlrate iiber
400 mal und verfolgten sie bei geeigneter Skalierung im Histogramm.

3.3 Messung mit reduzierter Zahlrate

Die vorherige Messung wiederholten wir, nachdem wir das Messzeitinter-
vall auf die Registrierung von deutlich weniger Impulsen, etwa 4-6 Impulse,
umgeschaltet hatten.

3.4 Messung bei sehr niedriger Zahlrate

Erneut wiederholten wir die Messung der Zahlrate. Diesmal allerdings mit
einer Bleiabschirmung zwischen Praparat und Zéhlrohr. Wir wéhlten dafiir
ein Zeitintervall, in dem ein bis zwei Impulse auftraten.

4 Messung

4.1 Messung mit miflig hoher Zihlrate

Zuerst wihlten wir ein passendes Messzeitintervall. Dafiir stellten wir das
Messzeitintervall so klein wie moglich auf eine Dauer von 1s ein. In diesem



5 Auswertung 5

Messzeitintervall maflen wir allerdings noch deutlich zu viele registrierte Si-
gnale. Daraufhin probierten wir aus, wie viele Signale wir nach Einfligen
von mehreren Alu- und Metallplatten in den Strahlengang messen konn-
ten. Nachdem wir sechs Aluplatten eingelegt hatten, registrierten wir durch-
schnittlich etwa 25 Counts pro Messzeitintervall. Das entspricht nach [1] in
etwa der gewiinschten Anzahl an registrierten Signalen in einem Zeitintervall
fiir die Messung mit méflig hoher Zéhlrate. Deswegen entschieden wir uns
dafiir, diese Messung mit den sechs Platten im Strahlengang durchzufiihren.
Wir maflen die auftretende Zéahlrate in einem Messzeitintervall 400 mal. Die
Ergebnisse befinden sich in Tabelle 4.

4.2 Messung mit reduzierter Zahlrate

Fiir diese Messung wollten wir das Messzeitintervall auf die Registrierung
von deutlich weniger Impulsen, etwa 4-6 Impulse, umschalten. Dafiir pro-
bierten wir wieder aus, fiir wie viele Platten im Strahlengang dieses im
kleinst moglichen Messzeitintervall von 1s erfiillt ist. Das war fiir neun Blei-
zusammen mit zwei Aluplatten im Strahlengang der Fall. Nun nahmen wir
wieder die auftretende Zéhlrate in einem Messzeitintervall 400 mal auf. Die
Resultate unserer Messungen befinden sich in Tabelle 5.

4.3 Messung bei sehr niedriger Zahlrate

Erneut wiederholten wir die Messung der Zahlrate auf analoge Weise wie in
den beiden Versuchsteilen zuvor. Diesmal allerdings mit einer Bleiabschir-
mung zwischen Praparat und Z&hlrohr. Unser Messzeitintervall stellten wir
wieder so gering wie moglich auf 1s ein, so dass moglichst wenig, d. h. 1-2,
Impulse auftreten. Unsere Messergebnisse befinden sich in Tabelle 6.

5 Auswertung

Da die Auswertung fiir alle drei Versuchsteile analog ablauft, entschieden wir
uns dazu, die Auswertung fiir Teil 1, die Messung bei méflig hoher Zahlrate,
Teil 2, die Messung bei reduzierter Zéhlrate und Teil 3, die Messung bei sehr
niedriger Zéhlrate parallel durchzufithren.

5.1 Berechnung der Mittelwerte und Standardabweichungen

Aus unseren Daten in Tabellen 4 bis 6 konnten wir iiber Gleichung (6) den
Mittelwert dieser Messungen berechnen und erhielten:

T = 24,948

Ty = 5,213 (15)
T3 = 1,290
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Dieser Wert stellt bei einer grofien Anzahl an Stichproben einen guten
Schatzwert fiir den Erwartungswert p dar. Die Stichproben-Standardabwei-
chung lasst sich mit der Wurzel aus der Varianz nach Gleichung (7) berech-
nen. Dafiir erhalten wir

Sz, = 5,111,
Spy = 2,217, (16)
Szy = 1,168.

Diese Werte stellen einen optimalen Schétzwert fiir die wahre Standardab-
weichung o und damit fiir das Mafl der Streuung der jeweiligen Messwerte
um ihren Mittelwert dar und beschreiben somit die Unsicherheit einer ein-
zelnen Messung.

Aus diesen Werten erhalten wir direkt iiber

Sz — Sx/\/ﬁ (17)

die Standardabweichungen des Mittelwertes, wobei s, Gleichung (16) ent-
nommen werden kann. Die Ergebnisse fiir unsere Messungen sind:

sz, = 0,256
sz, = 0,111 (18)
sz, = 0,058

Diese Standardabweichungen der Mittelwerte lassen sich mit der Unsicher-
heit auf den Mittelwert T; identifizieren. Die Standardabweichung der Pois-
sonverteilung kénnen wir wegen Gleichung (13) aus v/Z berechnen und er-
halten:

VZ1 = 4,995
VZ1 = 2,283 (19)
VZ1 = 1,136

Aus den Mittelwerten und deren Standardabweichungen kénnen wir leicht
iiber

-2

&= (20)
und o

5= A; (21)

die mittleren Zahlraten # und deren Unsicherheiten berechnen. Unser Mess-
zeitintervall war bei allen Messungen ¢ = 1s. Von daher lassen sich diese
Grofien einfach berechnen und wir erhalten

F1 = (254 5) Hz,
Ty = (5,2 +2,2) Hz, (22)
F3=(1,3+1,2) Hz.
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5.2 Berechnung der Schiefe und Kurtosis

Aus Gleichung (9) konnten wir die Schiefe der Datensétze schitzen. Das
liefert uns die Ergebnisse:

Sy =0,232
Sy = 0,384 (23)
S5 = 0,832.

Ebenfalls berechneten wir iiber Gleichung (11) einen Schétzer fiir die Kur-
tosis der Messreihen und erhielten:

Ky =—0,144
Ky = —0,051 (24)
K3 = —0,408.

Im Vergleich dazu gilt fiir die Schiefe und Kurtosis einer Gauflverteilung
immer direkt

SGauss - KGauss - 07 (25)

da diese symmetrisch ist. Ein alternativer Schétzer fiir die Schiefe der Pois-
sonverteilung berechnet sich mit Speisson = 1/ Vi und g = T, sowie dem

Schiitzer Spi.on = 1/VF zu

S{DOisson,l = 0,200,
S{DOisson,Q = 0,438, (26)
S{DOiSSOH,3 = 07880

Ebenso berechnete sich ein alternativer Schatzer fiir Kurtosis der Poisson-
verteilung mit Kp ;. = 1/4/. Das ergab die folgenden Werte:

Kl/:’oisson,l = 0,040,

Kll)oisson,2 = 0,192, (27)
Klgoisson,S = 07775
5.3 Berechnung theoretischer Haufigkeitswerte und graphi-
sche Betrachtung

Um die gemessenen Daten mit den theoretischen Verteilungsfunktionen zum
gleichen Mittelwert zu vergleichen, berechneten wir die sich aus der Normal-
verteilung ergebenden theoretischen Haufigkeitswerte

HGauss,E(x) =n- PGauss,E(x> (28)
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und die der entsprechend skalierten Poissonverteilung
HPoisson,E(x) =n- PPoisson,E(x)- (29)

Dabei ist n wieder die Anzahl an insgesamt durchgefilhrten Messungen.
Diese Datensétze trugen wir in die Grafiken der gemessenen Diagramme
ein. Man kann sie in Abbildungen 2 bis 4 sehen.

Messung 1: Méflig hohe Zéhlrate
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Abbildung 2: Messung 1 bei méfig hoher Zahlrate. Die gestrichelte Linie
verbindet lediglich die durch Kreuze dargestellten Werte der jeweiligen Ver-
teilungsfunktion.
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Messung 2: Geringe Zéhlrate
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Abbildung 3: Messung 2 bei reduzierter Zéhlrate. Die gestrichelte Linie ver-

bindet lediglich die durch Kreuze dargestellten Werte der jeweiligen Vertei-
lungsfunktion.

Messung 3: Sehr niedrige Zahlrate
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Abbildung 4: Messung 3 bei sehr niedriger Zéhlrate. Die gestrichelte Linie
verbindet lediglich die durch Kreuze dargestellten Werte der jeweiligen Ver-
teilungsfunktion.
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6 Diskussion

6.1 Berechnung der Mittelwerte und Standardabweichungen

Aus unseren Daten konnten wir die in Tabelle 2 dargestellten Mittelwerte
und Standardabweichungen berechnen.

Ziahlrate T Sa Sz VT zin Hz sz in Hz

Hoch 24,948 5,111 0,256 4,995 24,948 5,111
MaBig 5,213 2,217 0,111 2283 5213 2217
Niedrig 1,290 1,168 0,058 1,136 1,290 1,168

Tabelle 2: Berechnung der Mittelwerte und Standardabweichungen der drei
aufgenommenen Messreihen

Vergleicht man die Stichproben-Standardabweichung s, mit /Z, fillt
auf, dass fiir Messung 2 und 3 die Abweichungen voneinander kaum auf-
fallen und dass die Abweichung fiir Messung 1 etwa 0,12 betréagt. Alles in
allem sind die Abweichungen voneinander also eher gering. Deswegen kon-
nen wir sagen, dass die Wertepaare im Rahmen der Genauigkeitsgrenzen fiir
die Standardabweichung iibereinstimmen. Somit kénnen wir die den Ver-
teilungen zugrunde liegenden Poissonverteilungen hier im Hinblick auf die
ersten beiden zentralen Momente als verifiziert betrachten.

6.2 Berechnung der Mittelwerte und Standardabweichungen

Wir berechneten direkt Schétzer fiir die Schiefe und Kurtosis der Daten-
sitze und ebenfalls die entsprechenden Werte aus den theoretischen Vertei-
lungsfunktionen der Gauss- und Poissonverteilung. Wir erhielten folgende
Ergebnisse:

Zahlrate S K Sl/:’oisson Ké’oisson SPogson KPO;(‘SSOH
Hoch 0,232 —0,144 0,200 0,040 0,862 —0,278
MaBig 0,384 —0,051 0,438 0,192 1,141 —3,765

Niedrig 0,832 —0,408 0,880 0,775 1,058 —1,900

Tabelle 3: Berechnung der Schétzer fir die Schiefe und Kurtosis der drei auf-
genommenen Messreihen, sowie die entsprechenden Schétzwerte der theore-
tischen Verteilungsfunktionen. Schiefe und Kurtosis einer Normalverteilung
sind stets null: Sqauss = Kgauss = 0-

Zunéchst wollen wir die unterschiedlichen fiir die Schiefe berechneten Werte
miteinander vergleichen: Es fallt auf, dass die gemessene und die theoretisch
aus der Poissonverteilung berechnete (geschétzte) Schiefe mit abnehmender
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Zéhlrate zunehmen. Nur fiir sehr hohe Zahlraten ndhert sich diese der Gaus-
sverteilung an, welche keine Schiefe besitzt. Diesen Zusammenhang haben
wir, wie in Abschnitt 2 genannt, erwartet und kénnen nun bestétigen, dass
sich die Verteilungsfunktion erst bei einer hohen Zéhlrate durch die Gaus-
sverteilung anndhern lésst. Dies ist bei uns hochstens noch fiir die méafig
hohe Zahlrate erfiillt. Insbesondere bei der sehr niedrigen Zéahlrate ist die
Héaufigkeitsverteilung wegen der relativ groflen Schiefe sehr asymmetrisch
und kann daher nur mit der Poissonverteilung verniinftig beschrieben wer-
den. Die aus der Messung berechneten Schiefen und die Schiefen aus der
Poissonverteilung stimmen in etwa, wenn auch nicht sehr gut, iiberein. Diese
Abweichungen sind auf die natiirliche Schwankung der Verteilungsfunktion
und die daraus folgenden Unsicherheiten der Schiefe, sowie des Mittelwertes
zurickzufithren, die sich auf Grund der héheren Potenzen in der Bestim-
mungsgleichung Gleichung (5) nun stérker auswirken. Somit kénnen wir die
erwartete mogliche Beschreibung des radioaktiven Zerfalls fiir eine geniigend
hohe Zerfallszahl durch die Gaussverteilung als verifiziert ansehen.

Bei Betrachtung der unterschiedlichen berechneten Werte fiir die Kur-
tosis fallt auf, dass ihre Diskrepanz zueinander wieder mit abnehmender
Zéhlrate zunimmt. Jedoch ist nun die Diskrepanz hoher als bei der Schiefe.
Der Grund dafiir ist erneut die héhere Potenz in der Bestimmungsgleichung
Gleichung (5). Trotzdem sehen wir aber auch hier, dass fiir eine ausrei-
chend hohen Zerfallszahl die zugrundeliegende Verteilungsfunktion durch
eine Gaussfunktion angenédhert werden kann.

Die Abweichung beider Schétzer (einmal der erwartungstreue S , bzw. K ,
und der alternative S’ , bzw. K’ ) lasst sich auch dadurch erkldren, dass die
alternativen Schétzer, die wiederum aus erwartungstreuen Schétzern f und
6 konstruiert wurden, selber nicht erwartungstreu sein miissen. Obwohl die
Zusammenhénge

1 1
SPoisson = —— und Kpoisson = ; (30)

i
fiir die Poissonverteilung giiltig sind, muss beachtet werden, dass die Werte
sich auf die wahren Werte, i. e. nicht auf Schitzer, beziehen. Im allgemei-
nen lassen sich aus erwartungstreuen Schétzern unter einer nicht-linearen
Transformation (welche hier vorliegt, siehe Gleichung (14)) keine anderen
Schétzer konstruieren, die dann ebenfalls erwartungstreu sind: Stattdessen
liegt dann eine sog. Bias vor, sodass der Erwartungswert des aus Schétzern
konstruierter Schiitzers nicht mit dem zu schitzenden Wert iibereinstimmt!.
Die meisten derart konstruierten Schétzer sind allerdings asymptotisch er-
wartungstreu, d. h. die erwartete Abweichung vom zu schitzenden Wert
nimmt mit der Stichprobengréfie n ab, was mit den von uns berechneten
Werten plausibel erscheint.

'Diese Phinomen fithrt auch zur Bessel-Korrektur beim Schitzen einer Varianz (siche
Gleichung (7)).
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Da wir die zugrundeliegenden wahren Werte u nicht kennen und aus-
schliefllich — im Rahmen der Messung — geschétzt werden konnen, féllt es
allgemein schwer, zu beurteilen, wie gut bestimmte Schétzer gegeniiber ande-
ren sind. Es fallt allerdings auf, dass die relative Diskrepanz beider Schétzer
zueinander mit zunehmender Zahl an Ereignissen abnimmt?. Dies lisst die
Vermutung zu, dass der Einfluss der konkreten Wahl des Schétzers fiir eine
zunehmende Stichprobengréfie abnimmt, was mit der These der asympto-
tischen Erwartungstreue, die im vorigen Abschnitt kurz diskutiert wurde,
iibereinstimmt.

6.3 Graphische Betrachtung und Vergleich mit theoretischen
Verteilungsfunktionen

Zuerst betrachten wir die verschiedenen Verteilungsfunktionen bei méBig
hoher Zahlrate aus Abb. 2. Hier féllt auf, dass die theoretischen Verteilungs-
funktionen in ihrem Verlauf beinahe iibereinstimmen. Auf Grund der Viel-
zahl an Ereignissen kann die Poisson- sehr gut als Gaussverteilung genéhert
werden. Manchmal weichen die theoretisch berechneten Werte allerdings et-
was von den tatséchlich gemessenen Werten ab. Dies ist wieder auf die natiir-
lichen Schwankungen der dargestellten Haufigkeit sowie die begrenzte Zahl
an Stichproben (n = 400) zuriickzufithren. Da der Erwartungswert p, wel-
cher durch T geschédtzt wird, mit in die Berechnung der Verteilungsfunktion
eingeht, bewirkt auch dessen Unsicherheit eine Fluktuation der Kurven.

Auch bei der Messung bei geringer Zahlrate ndhern die beiden theoreti-
schen Verteilungen die zugrunde liegende Verteilungsfunktion relativ gut an.
Die Abweichung der Gaussverteilung von den Messwerten ist hier deutlich
geringer als bei der Messung des Nulleffekts, das heifit, dass die Verteilung
bei sehr niedriger Zahlrate nur noch durch die Poissonverteilung genahert
werden kann. Das ist wieder auf die zu niedrige Zahlrate zuriickzufithren.

Insgesamt konnen wir daraus schliefen, dass die Poissonverteilung durch-
weg eine bessere Modellierung der gemessenen Verteilungsfunktion darstellt
als die Gaussverteilung. Die theoretischen Verteilung beschreiben die ge-
messenen Werte in Anbetracht der Tatsache, dass die gemessenen Zéhlraten
selbst statistische Groflen sind und daher streuen miissen, relativ gut. Man
kénnte bei der méBig hohen Zihlrate allerdings eine bessere Ubereinstim-
mung erwarten. Dies konnte man mit einer gréfleren Unsicherheit des Mit-
telwertes T ausgleichen. Wenn man diesen vergréflert, resultiert daraus zum
einen eine groflere Unsicherheit in der z-Position und zum anderen werden
dann die theoretischen Verteilungsfunktionen flacher und breiter.

2Dies ist aus Tabelle 3 abzulesen.
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A.1 Messwerte

Jzj N
1 11 0
2 12 1
3 13 1
4 14 2
5 15 6
6 16 6
7 17 10
8 18 15
9 19 18
10 20 21
11 21 25
12 22 23
13 23 30
14 24 40
15 25 28
16 26 27
17 27 24
18 28 28
19 29 20
20 30 15
21 31 19
22 32 9
23 33 14
24 34 4
25 35 3
26 36 4
27 37 1
28 38 3
29 39 2
30 40 1
31 41 0

Tabelle 4: Messung bei méafig hoher Zahlrate
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J ooz Ny
1 0 1
2 1 9
3 2 33
4 3 50
5 4 70
6 5 63
7 6 70
8 7 40
9 8 32
10 9 18
11 10 11
12 11 0
13 12 2
14 13 1
15 14 0

Tabelle 5: Messung bei geringer Zéhlrate

Jooxp N
1 0 119
2 1 127
3 2 98
4 3 37
5 4 13
6 9 6
7 6 0

Tabelle 6: Messung bei sehr niedriger Zéhlrate
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A.2 Laborheft
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