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1 Ziel des Versuchs

In diesem Versuch wird die Prazessionsfrequenz w, eines schweren Kreisels untersucht. Insbeson-
dere soll hierbei der Zusammenhang von w,, zur Kreiselfrequenz w und zum Abstand 7, zwischen
Unterstiitzungspunkt und Schwerpunkt, der in [1] erlautert ist, bestétigt werden. Zudem wird
die Position des Kreiselschwerpunktes und das Verhiltnis zwischen Trégeheitsmoment I und
Masse m ermittelt.

2 Aufbau und Durchfiihrung

Um die oben genannten Ziele zu erreichen, wird der in Abbildung 1 dargestellte Versuchsaufbau
verwendet. Die Ableseunsicherheiten werden bei analogen Skalen mit Dreiecks- und bei digita-
len Skalen mit Rechtecksverteilung mit Formeln aus [3] ermittelt. Es werden zwei Messreihen
durchgefiihrt, wobei in der ersten Messreihe der Unterstiitzungspunkt variiert und die Kreiselfre-
quenz w moglichst konstant gehalten wird. In der zweiten Messreihe ist der Unterstiitzungspunkt
konstant und die Kreiselfrequenz w wird variiert.
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Abb. 1: Versuchsaufbau aus Abbildung 9 mit allen relevanten Gréflen

Um den Unterstiitzungspunkt zu messen, wird die Position x auf der Fithrungsstange wie in
Abbildung 1 zu sehen, mit einem Maflband gemessen. Es wird dabei eine Unsicherheit von
Az =0,1/4/6 cm angenommen.

Die Bestimmung der Kreiselfrequenz w erfolgt iiber das Messen der Zeit ¢ von 10 Perioden
mit Hilfe einer digitalen Stoppuhr und einer geschitzten Unsicherheit von At = 0,3/+/3 s. Vor
Beginn der ersten Messreihe wird untersucht welche Zeit ¢ fiir 10 Perioden geeignet ist, da die
Kreiselfrequenz w in der Messreihe moglichst konstant gehalten werden soll. Dabei wird versucht
eine Zeit von t = 8,0+£0, 5 s zu erreichen. Zeiten auflerhalb dieses Rahmens werden nicht notiert.

Die Prézessionsfrequenz w, wird iiber das Messen der Zeit 7" von mehreren Perioden bestimmt.
Die Anzahl der gemessenen Perioden n variiert hier, was in Abbildung 10 und Abbildung 11
des Laborbuchs zu sehen ist. Auch hier wird eine digitale Stoppuhr mit einer geschétzten Un-
sicherheit von AT = 0,3/v/3 s verwendet. Zusitzlich wird notiert in welcher Richtung die
Prazessionsbewegung stattfindet.



In der zweiten Messreihe wird der Unterstiitzungspunkt konstant bei x = 0,0 + 0,1/ V6 cm
gelassen und versucht, ein moglichst grofles Spektrum an verschiedenen Kreiselfrequenzen w
abzudecken. Diese werden analog zur ersten Versuchsreihe iiber das Messen der Zeit ¢ von 10
Perioden bestimmt. Die Prazessionsfrequenz w, wird iiber das Messen der Zeit 7" von drei Peri-
oden festgestellt.

Da durch die schnelle Rotation des Kreisels zusétzliche Unsicherheiten beim Messen auftreten
konnen, wird fiir die Anzahl an gemessenen Perioden bei der Kreiselfrequenz eine Unsicherheit
von An = 1/4 und bei der Préizessionsfrequenz eine Unsicherheit von An = 1/10 geschétzt.



3 Auswertung und Fehleranalyse

3.1 Untersuchung der Prizessionsfrequenz w, in Abhingigkeit von x

In der ersten Versuchsreihe soll der Zusammenhang zwischen w, und x untersucht werden. Die
genaue Position des Schwerpunktes und somit auch der Abstand r, zwischen Unterstiitzungs-
punkt und Schwerpunkt ist unbekannt. Deshalb wird s durch den Abstand von z zur Position
xs, bei der der Unterstiitzungspunkt mit dem Schwerpunkt zusammenfillt, ersetzt. In den fol-
genden Gleichungen sind die erwarteten linearen Zusammenhénge dargestellt:

e =1Tg— T (1)
rsmg  (xs —x)mg

— = 2

p Tw Tw (2)

= wp ~ —. (3)

Um aus den gemessenen Zeiten T die jeweiligen Prézessionsfrequenzen zu erhalten, werden
zunichst die Mittelwerte und Standardabweichungen der Werte aus Abbildung 10 und Abbil-
dung 11 des Laborbuchs mit Formeln aus [3] bestimmt. Um die Préizessionsfrequenzen aus den
gemessenen Zeiten zu erhalten, wird Gleichung 4 benutzt und die Unsicherheit wird durch Feh-
lerfortpflanzung [3] berechnet:

27
wp = ?n mit n als Anzahl der gemessenen Perioden

An\? —nAT\?
sy —2m (3 4 (2221)°
Wenn die Prézessionsfrequenz in zur Kreiselfrequenz entgegengesetzter Richtung ablauft, wird

n negativ gewéhlt. Die erhaltenen Werte sind in Tabelle 1 im Anhang aufgelistet und in der
folgenden Abbildung 2 gegeneinander aufgetragen:

(4)
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Abb. 2: Aufgetragen sind die Priizessionsfrequenzen w, in s~! gegen die Po-
sitionen z in cm auf dem Fithrungsstab.



Man kann bereits erkennen, dass die Werte linear sind und die Steigung negativ ist. Dies stimmt
mit der Erwartung tiberein, dass der Schwerpunkt zunéchst oberhalb des Unterstiitzungspunk-
tes liegt und sich mit zunehmendem x dem Unterstiitzungspunkt von oben ndhert. Bei einem
Wert zwischen © = 2cm und = 3cm passiert der Schwerpunkt den Unterstiitzungspunkt
und entfernt sich im Folgenden wieder. Ab diesem Moment treten Préizessionsbewegungen ent-
gegen der Kreisbewegung auf. Der lineare Zusammenhang wird durch eine lineare Regression
hervorgehoben, bei der Formeln fiir @ und b aus [3] verwendet werden:

wp =br+a (5)
xsmy

T, (6)

mit bz—? und a =

In Abbildung 3 ist die lineare Regression eingezeichnet:

Prazessionsfrequenz w, in Abhangigkeit von z mit linearer Regression
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Abb. 3: Aufgetragen sind die Priizessionsfrequenzen wj, in s™1 gegen die Posi-
tionen x in cm auf dem Fithrungsstab. Eingezeichnet ist die lineare Regression
mit Fehlergeraden.

Fiir @ und b erhalt man aus der linearen Regression:

a=(1,0140,04)s"! (7)

b= (—0,357 £ 0,009)s ' cm ™. (8)
Die relativen Unsicherheiten sind mit Aaye = 3,96% bezichungsweise Ab.o; = 2,52% klein, was
die erwartete Linearitat bestatigt.

Es bleibt zu iiberpriifen, ob die Kreiselfrequenz in den vorangegangenen Untersuchungen nahe-
zu konstant war. Dazu werden erneut die Mittelwerte und daraus die Kreiselfrequenzen sowie



ihre Unsicherheiten analog zu Gleichung 4 berechnet. Die berechneten Werte sind ebenfalls
in Tabelle 1 zusammengestellt. Alle Werte sind in einem Bereich zwischen (7,9 4 0,2)s™! und
(8,2 +0,2)s™!, wodurch sogar die kleinste Kreiselfrequenz mit einem ¢-Wert von ¢ = 1,6 mit der
grofiten vertraglich ist. Ein ¢-Wert unter 2 steht dabei fiir eine gute, ein t-Wert tber 2 fiir eine
schlechte Vertraglichkeit.

3.2 Untersuchung der Prizessionsfrequenz w, in Abhéngigkeit von w

Mithilfe der zweiten Versuchsreihe soll im Folgenden der antiproportionale Zusammenhang
wp ~ 1/w aus Gleichung 2 untersucht werden. Dazu wird wie im Versuchsaufbau erldutert
ein breites Spektrum an Kreiselfrequenzen und die zugehorigen Prézessionsfrequenzen betrach-
tet. Aus den in Abbildung 12 zu findenden Messwerten werden die Kreiselfrequenzen und deren
Unsicherheiten analog zu Gleichung 4 berechnet. Die Werte finden sich in Tabelle 2 im Anhang
und sind im Folgenden in Abbildung 4 gegeneinander aufgetragen. Wie zu erwarten nehmen
die Fehlerbalken mit zunehmenden Frequenzen w und w, zu, da die Messungenauigkeiten bei
schnellen Umdrehungen deutlich héher ausfallen:

Prazessionsfrequenz w, in Abhangigkeit von w
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Abb. 4: Aufgetragen sind die Priizessionsfrequenzen w, in s~! gegen die Krei-

selfrequenz w in s~ 1.

Bereits durch die Betrachtung von Abbildung 4 liegt ein antiproportionaler Zusammenhang
nahe. Ob es sich tatséchlich um den gewtinschten Zusammenhang w, ~ 1/w handelt, soll jedoch
in Unterabschnitt 3.4 tberpriift werden, da bisher noch nicht alle notwendigen Gréflen aus
Gleichung 2 bestimmt sind.



3.3 Bestimmung der beiden Groflen x; und I/m

Im Folgenden wird mithilfe der Formel aus [1] die Position des Schwerpunktes und das Verhéltnis
von Tragheitsmoment zu Masse I/m des Kreisels bestimmt. Hierfiir wird die Position auf dem
Fihrungsstab x gegen das Produkt von Kreiselfrequenz und Prézessionsfrequenz aufgetragen.
Aus Gleichung 2 ergibt sich folgender Zusammenhang;:

rsmg

= 9
Wp Tw ( )
Wpw = Ts?g mit rg =xs — (10)
s — <56—I~’v>mg (11)

1
. = r. — 12
g Wpw = Ty — T (12)

1

T =g — g - Wp. (13)

Um diesen Zusammenhang zu bestatigen, werden die Produkte der Frequenzen berechnet, die
in Tabelle 3 im Anhang zu finden sind. Die Unsicherheiten sind dort ebenfalls angegeben und
werden durch Fehlerfortpflanzung [3] wie folgt berechnet:

A (wpw) = \/(wAwp)Q + (wpAw)?. (14)

Die Ergebnisse sind in Abbildung 5 aufgetragen.

z in Abhangigkeit von w- w,

81 ——y X  x Werte
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Abb. 5: Aufgetragen sind die Positionen x in c¢m auf der Fiithrungsstange

gegen das Produkt aus der Kreiselfrequenz w in s~ und der Prizessionsfre-

S
quenz wp in s~ .



Bereits hier ist ein linearer Zusammenhang mit negativer Steigung zu erkennen, was aus der
soeben aufgestellten Formel zu erwarten ist. Um diesen Zusammenhang genauer untersuchen
zu kénnen, wird erneut eine lineare Regression mit Formeln aus [3] durchgefiihrt. Es wird eine
Gerade mit folgender Steigung b und y-Achsenabschnitt a erwartet:

r=b-wpw+a (15)
1

mit b = —— und a = . (16)
mg

Die lineare Regression ist in Abbildung 6 abgebildet.

z in Abhéngigkeit von w-w, mit linearer Regression
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Abb. 6: Aufgetragen sind die Positionen = in cm auf der Fiithrungsstange ge-
gen das Produkt aus der Kreiselfrequenz w in s~! und der Priizessionsfrequenz
wp in s~!. Eingetragen ist auBerdem die lineare Regression mit Fehlergeraden.

Fir die Steigung b, den y-Achsenabschnitt a der linearen Regression und ihre Unsicherheiten
ergeben sich folgende Werte:

b= (—0,351 £ 0,010) s* cm (17)
a=(2,85+0,08) cm = xs. (18)
Somit erhélt man einen berechneten Wert fir x5, da x5 dem y-Achsenabschnitt entspricht. Aus

der Steigung b kann nun auflerdem das Verhéltnis I/m ermittelt werden. Es wird der Wert
g = 9,808 ms~? fiir den Ortsfaktor g aus [4] verwendet:

I
b= —— 1
mg ( 9)
I
— = —bg = (0,0344 4 0,0010) m?. (20)



3.4 Uberpriifung der Antiproportionalitit der zweiten Messreihe

Zuletzt soll mit der soeben bestimmten Steigung b und dem y-Achsenabschnitt ¢ untersucht
werden, ob sich bei der zweiten Messreihe mit diesen Werten eine passende Ausgleichskurve
ergibt. Durch Umstellen von Gleichung 16 erhélt man:

a—x a
— = 21
“p —bw —bw (21)

In Abbildung 7 ist die Kurve mit dieser Funktionsgleichung zusammen mit den Messwerten aus
der zweiten Messreihe aufgetragen.

30 Prazessionsfrequenz w, in Abhéangigkeit von w mit berechneter Erwartung

—— berechnete Erwartung
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Abb. 7: Aufgetragen sind die Préizessionsfrequenzen w, in s~! gegen die Krei-
selfrequenz w in s~!. Eingetragen ist auflerdem der erwartete Zusammenhang
der aus Werten der linearen Regression aus Gleichung 21 berechnet wird.

Der Verlauf der Kurve ist anndhernd parallel zu den eingezeichneten Messwerten, was eine
Antiproportionaltitat zwischen den Frequenzen nicht ausschliefit. Allerdings ist die Kurve leicht
zu den Messwerten verschoben. Griinde hierfiir werden in der Diskussion aufgegriffen und ihre
Bedeutung erortert.



4 Diskussion der Ergebnisse

4.1 Zusammenstellung der Ergebnisse

Mit den durchgefithrten Versuchen konnte die Proportionalitét zwischen der Position x auf dem
Fithrungsstab und der Prézessionsfrequenz w,, durch die kleine Streuung um die Ausgleichsgerade
bestétigt werden. Auflerdem ist zwischen w, und w ein Zusammenhang zu erkennen, der dem
einer Antiproportionalitit dhnelt. Zudem wurde die Position des Schwerpunktes zs bestimmt:

25 = (2,85 + 0,08) cm. (22)

Fiir das Verhaltnis von Trégheitsmoment zu Masse ergibt sich:

I/m = (0,0344 + 0,0010) m?. (23)

4.2 Vergleich der errechneten Werte mit gemessenen Werten

Um fiir den berechneten Wert x5 = (2,85 + 0,08) cm einen Vergleichswert zu haben, wurde
wéahrend des Versuchs ein Wert fiir x5 experimentell bestimmt. Dazu wurde die Position fiir x
gesucht, in der der Kreisel ohne umzukippen schrig auf dem Unterstiitzungspunkt ruhen kann.
Auflerdem wurde fiir diese Position tiberpriift, ob keine Préazessionsbewegung stattfindet. Es
wurde folgender Wert ermittelt:

Ls,experimentell — (2a60 + 0,04) cm (24)

Mit einem t-Wert von ¢t = 2,8 ist dieser Wert nicht besonders gut mit dem berechneten Wert
vertréglich. Griinde hierfiir werden in der Fehlerdiskussion aufgegriffen.

Einen Vergleichswert fiir I/m zu bestimmen ist generell schwierig, da der genaue Aufbau des
Kreisels unbekannt ist und damit das Tragheitsmoment nicht bestimmt werden kann. Um ei-
ne Vorstellung der Gréflenordnung zu bekommen, wird der Kreisel als Ring mit Radius R =
(26,15 + 0,08) cm angenédhert. Der Radius wurde vor dem Versuch gemessen. Die Formel fiir das
Tragheitsmoment wird aus [5] genommen. Da ein grofler Teil der Masse niaher an der Drehachse
liegt, sollte dabei ein deutlich hoherer Wert berechnet werden, als das zuvor aus den Messwerten
ermittelte Ergebnis fir I/m:

I R?
= =0 _ R2— (0,0684 £ 0,0004) m?. (25)

m m

Damit ergibt sich wie erwartet ein deutlich héherer Wert, die Gréflenordnung des zuvor ermit-
telten Ergebnisses ist jedoch durchaus realistisch.

4.3 Fehlerdiskussion

Bei der Uberpriifung des antiproportionalen Zusammenhangs in Abbildung 7 fillt eine Verschie-
bung der erwarteten Kurve zu den Messwerten auf. Dafiir sind zwei Erkldrungen moglich: Ein
systematischer Fehler bei der Messung der Frequenzen oder die eingezeichnete Kurve ist nicht
optimal, da sie ebenfalls aus Messergebnissen erstellt wurde.

Ein systematischer Fehler ist hier unwahrscheinlich, da die Frequenzen immer zu hoch, die
Perioden also jeweils zu kurz gemessen worden sein miissten. Dies ist unwahrscheinlich, da die
Zeitmessungen durch die Reaktionszeit tendenziell zu lang und nicht zu kurz sind. Auflerdem
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wiére bei einer ungenauen Zeitmessung eine Streuung um die Kurve zu erwarten und nicht die
im Diagramm zu sehende Verschiebung nach oben.

Eine plausiblere Erklarung zeigt sich, wenn man auf b in der Kurvengleichung die Unsicherheit
von b aufaddiert. Dies ist in Abbildung 8 zu sehen.

w, in Abhangigkeit von w mit berechneter Erwartung und Unsicherheiten

3.0
—— berechnete Erwartung
---- Unsicherheit der Erwartung
251 X errechnete Prazessionsfrequenzen

0.0

win 1/s

Abb. 8: Aufgetragen sind die Priizessionsfrequenzen w, in s~! gegen die Krei-
selfrequenz w in s~!. Eingetragen ist aulerdem der erwartete Zusammenhang
der aus Werten der linearen Regression aus Gleichung 21 berechnet wird und
die zugehorigen Unsicherheiten.

Man sieht, dass bereits die kleine Anderung von b die Kurve niher an die Messwerte verschiebt.
Betrachtet man nun die lineare Regression in Abbildung 6, aus der b und a ermittelt wurden, sieht
man besonders an den Réndern Abweichungen einiger Werte. Ein moglicher Grund fiir solche
Abweichungen konnte sein, dass die Kreiselfrequenzen doch zu grofle Schwankungen hatten, um
als konstant angenommen werden zu kénnen. Diese Schwankungen kénnen eine Verdnderung der
a- und b-Werte bewirken, weshalb die abgebildete Kurve die Messwerte eventuell nicht optimal
anndhert.

Fiir die hohe Unvertraglichkeit zwischen dem berechneten und dem experimentell bestimmten
Wert fiir x5 gibt es vermutlich zwei Griinde: Zum einen wurde die Unsicherheit des experimentell
bestimmten Wertes fiir x5 deutlich zu klein geschétzt. Beim Ablesen von der sichtlich abgenutz-
ten Skala des Maflbandes ist eine Unsicherheit von 0,04 cm etwas zu optimistisch, zumal der
berechnete Wert eine Unsicherheit von 0,08 cm besitzt und die Unsicherheiten eigentlich in etwa
gleich grof3 sein sollten.

Zum anderen ist auch die Methode, den Schwerpunkt aus dem Ausbalancieren des Kreisels
direkt zu bestimmen, nicht sehr genau. Aufgrund von Reibung kann es durchaus sein, dass der
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Kreisel auch bei Werten, die um ein paar Millimeter grofier oder kleiner als der wahre Wert sind,
ausbalanciert scheint.

4.4 Verbesserte Messmethoden

Zunéchst wéire es wichtig, fiir die erste Versuchsreihe eine moglichst einheitliche Kreiselfrequenz
w zu erreichen, da ansonsten groffe Schwankungen bei den Messungen auftreten kénnen. Hierfir
konnte beispielsweise ein Elektromotor verwendet werden, der den Kreisel auf eine feste Frequenz
beschleunigt. Alternativ kann ein Fahrradtacho oder Ahnliches angebracht werden, um eine
prézisere Kreiselfrequenz w zu erhalten.

Auch bei der Messung der einzelnen Frequenzen wére eine hohere Genauigkeit wiinschenswert.
Auch hierfiir konnte beispielsweise ein Fahrradtacho verwendet werden. Eine noch héhere Ge-
nauigkeit wére durch das Stoppen der Frequenzen mittels einer Lichtschranke moglich.

Bei der Durchfithrung hétte die Periodenlédnge durch die farbigen Markierungen auf dem Ver-
suchsaufbau exakter bestimmt werden kénnen und nicht Anfang beziehungsweise Ende der Pe-
riode abgeschéatzt werden missen.

Eine Messmethode, die die Messung zwar nicht genauer, aber effektiver macht, ist es, bei allen
auftretenden Kreiselfrequenzen die Prizessionsfrequenz zu messen und nicht die Messungen, bei
denen Kreiselfrequenzen auflerhalb des Rahmens auftreten, sofort abzubrechen. AnschlieSend
kann man diese in Bereiche einteilen und jede der so entstehenden Gruppen getrennt auswerten.
So muss nicht lange ausprobiert werden bis die richtige Kreiselfrequenz getroffen wird.
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6 Anhang

6.1 Tabellen

Tab. 1: Eingetragen sind die Mittelwerte der Prazessionsfrequenzen wy,, die
bei variierter Position auf dem Fiithrungsstab x und anndhernd konstanter
Kreiselfrequenz w gemessen werden. Die Mittelwerte der Kreiselfrequenzen w
sind ebenfalls eingetragen.

Position = in cm | Préizessionsfrequenz | Kreiselfrequenz w in s™!
mit Az = 0,04cm | wy in s71 mit Aw = 0,2s57!
0,00 1,12+ 0,04 8,0

0,90 0,70 0,03 8,1

1,90 0,313 £ 0,017 7,9

2,90 —0,092 + 0,019 8,0

3,90 —0,46 4+ 0,02 8,0

5,00 —0,80 + 0,03 8,2

5,90 —1,14 £ 0,04 7,9

7,00 —1,43 4+ 0,05 7,9

7,90 —1,73 £ 0,06 7,9

Tab. 2: Eingetragen sind die Mittelwerte der Prazessionsfrequenzen wy, die
bei variierter Kreiselfrequenz w und konstanter x-Position = 0 cm gemessen

werden.

Kreiselfrequenz w in s~

1 1

Préizessionsfrequenz wy, in s~

18,0 £ 1,0
16,2 +0,8
14,3 +£0,7
14,1 +£0,7
12,5+0,5
11,2404
10,7 £ 0,4
10,0 £ 0,4
9,9 40,4
9,8 £0,4
8,7+0,3
8,1+0,3
7.8+£0,3
70+0,2
6,8 0,2
5,75 4 0,17
7,67 £ 0,17
5,51 40,16
5,03 & 0,14
4,75 4+ 0,13

0,529 + 0,018
0,62 & 0,02
0,61 & 0,02
0,62 & 0,02
0,72 & 0,02
0,78 & 0,03
0,80 & 0,03
0,92 & 0,03
0,92 & 0,03
0,87 & 0,03
1,02 £ 0,04
1,10 £ 0,04
1,19 £ 0,04
1,25 £ 0,04
1,41 £0,05
1,73 £ 0,06
1,74 £ 0,06
1,82 +£0,07
2,08 & 0,08
2,31 & 0,09
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Tab. 3: Eingetragen sind die Produkte der Prézessionsfrequenzen w, und der
Kreiselfrequenzen w bei variierter Position auf dem Fiithrungsstab x aus der
ersten Messreihe.

Position z in cm wp - w in s2
mit Az = 0,04 cm

0,00 9,0+ 04
0,90 5,7+ 0,3
1,90 2,48 £ 0,15
2,90 —0,73+ 0,15
3,90 —-3,7+0,2
5,00 —6,6 +0,3
5,90 —-9,0+£04
7,00 —11,2+0,5
7,90 —13,7+ 0,6
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