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1 Ziel des Versuchs

Wir untersuchen bei zwei identischen gekoppelten Pendel den Zusammenhang
von Federkopplung und Schwingung der Pendel. Hierbei betrachten wir den
Auslenkungswinkel der Ruhelage, die Frequenzen der einzelnen Pendel fiir gleich-
sinnige, gegensinnige und Kopplungsschwingung sowie die Schwebefrequenz der
Kopplungsschwingung.

2 Versuch

2.1 Aufbau

L \ D , I,

Abbildung 1: Skizze Versuchsaufbau und Definition der Variablen

Zwei identische Massen m, die an frei schwingenden Stdben hingen bilden zwei
Pendel. Die effektive Linge [ ist variabel, indem wir die Hohe der Massen
verdndern. Die Auslenkungen z; und x5 der zwei Pendel lassen sich auf einer
Skala ablesen, die in einer Distanz h vom Austrittspunkt der Stdbe angebracht
ist (Abb. 1, Abb. 8). Durch eine Feder mit Federkonstante D und Linge zp
(ohne darauf wirkende Kraft, also Feder in Ruhelage) kénnen die zwei Pendel
gekoppelt werden. Die Kopplungslange p kann hierbei variiert werden. p, h
und I3 5 messen wir mit dem Mafiband, wobei wir auf Ungenauigkeiten von
Ap = Ah =1 mm und Al; 5 = 2 mm schliefien.

2.2 Durchfiihrung

Zunachst haben wir durch Verdndern der Hohe der Masse die beiden Pendel so
kallibriert, dass sie ungekoppelt eine identische Periodendauer haben und wir



Kleiner Tipp: wenn nicht gerade ein Symbol fir
eine Variable im Subskript steht, nutzt (hier z.
B.) T_\text{geg}.
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ihnen somit dieselben FEigenschaften bzgl. effektiver Linge, Winkelgeschwindig-
keit etc. zuordnen kénnen. Wir haben die Langen [; und I3 vom Austrittspunkt
der Stéibe bis zum oberen Ende der Massen gemessen und verwenden im Fol-
genden den Mittelwert [ fiir die effektive Linge der Pendel. Dann haben wir
fiir 7 verschiedene Kopplungsldngen p im Bereich von 15 cm bis 75 cm fol-
gende Messungen vorgenommen: wir haben die Auslenkungen zy und 25 der
beiden Pendel in der Ruhelage gemessen, wobei wir von einer Ungenauigkeit
Az 2 = 1 mm ausgegangen sind, dann haben wir beide Pendel um dieselbe
Distanz in dieselbe Richtung ausgelenkt und die Periodendauer T,;(n = 5) fir
5 Schwingungen mit einer Stoppuhr gemessen, wobei wir hierbei einen Fehler
von ATy (n = 5) = 0.3 s annehmen. AuBerdem haben wir auf dieselbe Weise
die Periodendauer (n = 5) fiir gleiche Auslenkungen in entgegengesetste
Richtungen ermittelt und schlieflich noch die Kopplungsschwingung betrach-
tet. Bei dieser betrachten wir die Periodendauern T und T',, wobei T\ der
Periodendauer der einzelnen Pendel entspricht, welche wir {iber 5 Einzelmes-
sungen ermittelt haben und 7' der Gesamtdauer der Kopplungsschwingung
entspricht (wir haben bei p; bis p3 TT’ gemessen, also wie lange es dauert, bis
das zu Beginn nicht ausgelenkte Pendel wieder in Ruhe ist, bei py bis p; haben
wir T gemessen). Damit wir plausible Werte fir My angeben kénnen messen
wir aulerdem Federlinge z fiir jedes p. My ist hierbei das Drehmoment, das
auf das gkoppelte Pendel in Ruhelage wirkt, da dieses durch die Feder schon
ausgelenkt ist. My ist dabei keine Konstante, sondern von p abhingig.

3 Auswertung und Fehleranalyse

Um plausible Werte fiir die effektive Pendellinge [, die Masse m, die Feder-
konstante D und das Drehmoment M, angeben zu koénnen, haben wir einige
Messungen vorgenommen und die Werte im Folgenden so gut wie moglich ab-
geschiitzt bzw. berechnet. Da wir unter plausiblen Werten die Bestwerte un-
serer Berechnungen verstehen, haben wir fiir diese Werte keine Fehler durch
Gaufische Fehlerfortpflanzung ermittelt.

3.1 Auslenkwinkel ¢ in Ruhelage

Wir bestimmen die Auslenkwinkel @g; und g2 auf folgende Weise (siche auch
Abb. 1):

tan(p) = <
h
= f (‘T)
@ = arctan | —
¥ h

Die Unsicherheiten fiir ¢ berechnen wir iiber Gaufische Fehlerfortpflanzung:
B dy . dp A
1 2 Ty 2
B (cos(%)gh.AIl) + <_cos(%)2h2 Ah) '
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Daraus ergeben sich die Winkel, die in Tabelle 1 mit ihren Unsicherheiten und
der relativen Unsicherheit aufgelistet sind.

Tabelle 1: Werte fiir p und entsprechend ¢g1, o2 mit den jeweiligen Unsicher-
heiten, sowie den relativen Fehlern

Lol J ool | eull | 5804 | 358 14
1| 0.1500(1) | 0.94(6) | 0.88(6) | 6.3 6.7
2 | 0.2500(1) | 1.46(6) | 1.46(6) | 4.0 4.0
3 | 0.3500(1) | 1.87(6) | 1.87(6) | 3.1 3.1
4| 0.4500(1) | 2.21(6) | 2.21(6) | 2.6 2.6
5 | 0.5499(1) | 2.57(6) | 2.50(6) | 2.3 3
6 | 0.6500(1) | 2.80(6) | 2.75(6) | 2.1 2.1
7 | 0.7500(1) | 3.04(6) | 2.98(6) | 1.9 2.0

Zum Vergleich berechnen wir aufierdem die Winkel iiber die in der Versuchs-
anleitung gegebenen Formel:

M,
mgl + 2D p?’

(1)

Yo1r = ¥Yo2 =

wobei wir fiir die Erdbeschleunigung g = 9.81 3 [1] verwenden.

Die Federkonstante 1D berechnen wir iiber

F:D (ZF] —ZFz)
F

W A Sy T
(zF1 — 2F2)

wobei zps der Lange der Feder bei einer wirkenden Kraft F' entspricht. Wir
haben diese auch mit dem MaBband gemessen, I haben wir mit dem Feder-
kraftmesser gemessen.

Wir berechnen M ; durch:
My;=F-p=D (zp1 —zi) pi

Tragen wir nun die ermittelten Werte fiir My in einem Diagramm auf p; auf
(s. Abb. 2), so erkennen wir in dem Bereich, in dem wir die Schwingungen
betrachten, anniiherend einen linearen Zusammenhang. Uber polyfit (Python,
Nympy) bestimmen wir folgende Ausgleichsgerade:

My =0.27N - p+ 0.039 Nm

Diese Gleichung fiir My setzen wir in Gleichung (1) erhalten die Funktion

027N - p+0.039 Nm
mgl + 2Dp?

wo,1(p) = wo,1(p) =

Diese Funktion sowie die Werte fiir ¢p; und g2 tragen wir in einem Diagramm
auf p auf (s. Abb. 3) und erkennen eine grobe Ubereinstimmung der gemessenen
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und analytischen Werte. Zusétzlich tragen wir auch noch folgende Abhiangigkeit
auf:

My ;
mgl + 2Dp?
Z:;L Mo,

FEN S—
myl + 2D p?

wo.1(p) = o.1(p) =

Hier berechnen wir die Winkel mit einem Mittelwert von M. Dabei sehen wir
aber, dass dies zu keinen sinnvollen Ergebnissen fiihrt (rote Kurve in Abb. 3).

p - My - Diagramm

e Mg durch Messungen
0.257 Mg linear durch polyfit genahert
Steigung: 0.27 N, Achsenabschnitt: 0.039 Nm
.

0.20 4
E 0.15 4
s

0.104

0.05

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
plm]

Abbildung 2: p - My - Diagramm
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p — @ — Diagramm

- analytischer Graph durch genahertes My(p)
3.0 1 — analytischer Graph durch Mittelwert My |
+ o0
+ =002
251
T 2.0
s l
154
1.0
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

plm]

Abbildung 3: p - ¢ - Diagramm

3.2 Frequenzen w, und w,, der Fundamentalschwingung
bestimmen

Zunichst berechnen wir fiir die gleichsinnige Fundamentalschwingung die Win-
kelgeschwindigkeit wg und die entsprechenden Unsicherheiten iiber GauBische
Fehlerfortpflanzung. Aulerdem bestimmen wir die relativen Unsicherheiten.

5 2T
okt = Tgis
2
Awg; = (_%ATQE)
Analog verfahren wir fiir wy.,:
0 2T
Wyeg,i = m
2
At gpgot = (—%ATQW)

Die berechneten Werte sind in Tabelle 2 aufgelistet.
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Tabelle 2: Werte fiir p und entsprechend wy, wyeq, die entsprechenden Unsi-
cherheiten sowie die realtiven Unsicherheiten

-ruu!} f-\wqf %

i plml | walmgt] | SRR | woeglmg] | S (%]

[ 8 Waeg
1| 0.150(1) | 3.40(11) | 3.2 3.44(11) | 3.3
2 | 0.250(1) 3 40(11) | 3.2 3.40(11) | 3.3
3| 0.350(1) | 3.44(11) | 3.3 3.53(12) | 3.4
4 | 0.450(1) 3 41(11) | 3.3 3.64(13) | 3.5
5| 0.550(1) | 3.40(11) | 3.3 3.88(14) | 3.7
6 | 0.650(1) | 3.35(11) | 3.2 4.02(15) | 3.8
7 | 0.750(1) | 3.40(11) | 3.2 4.12(16) | 3.9

Auch hier berechnen wir die analytischen Werte liber die Formeln aus der

Versuchsanleitung:
an =2 @)

2Dp?
ml2

- 2
Woeg = \fwWy T (3)
Wir tragen die gemessenen Werte und ihre Fehlerbalken sowie den analyti-
schen Graphen in zwei verschiedene Diagramme auf p auf (Abb. 4 und Abb. 5)
und erkennen, dass unsere gemessenen Werte und die analytischen Werte gut
iibereinstimmen.

P — Wy — Diagramm

—— analytischer Graph

3.554 #  wy (durch Messwerte)

3.504

3.451

rad

wyl=]
w
iy
o

3.351

3.301

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
plm]

Abbildung 4: p - wy - Diagramm
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P — Wgeg — Diagramm

—— analytischer Graph
%  Wgeg (durch Messwerte)
4.2 4
4.04
oL
LE-" 3.8
g
3
3.64
3.4+

T T T T T T
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
plm]

Abbildung 5: p - wyeq - Diagramm

3.3 Frequenzen w, und w_ der Kopplungsschwingung be-
stimmen

Wir bestimmen die Zeiten T ; aus den gemessenen Einzelwerten (s. Anhang E)
mithife des Mittelwerts und der Standardabweichung des Mittelwerts. Aufier-
dem noch die Zeiten 7_ ; aus den gemessenen (Teil-)Perioden (s. Anhang E).
Weiter errechen wir die Frequenzen w, ; und w_ ; und die zugehdrigen Unischer-
heiten tiber Gaufi’sche Fehlerfortpflanzung (s. Gleichung (4). Die errechneten
Werte sind in Tabelle 3 zu finden.

- . X : @
W ™
AwH_!,; = \/(MHAT—F/_?) = (TQ/AT_F/_’?‘) s

i Y-

Wir sehen, dass die relativen Fehler der Periodendauer 7'y und der Kereisfre-
quenz w. sehr viel grofer sind, als die relativen Fehler der Periodendauer T
und der Kereisfrequenz w_. Dies geht aus der sehr viel lingeren Periodendauer
T_ der einhiillenden Frequenz hervor.

Die Kreisfrequenzen w, und w_ tragen wir in Abb. 6 und Abb. 7 auf die Kop-
pellange p auf. Auflerdem berechnen wir die Kreisfrequenzen in Abhédngikeit
von der Koppellinge analytisch (s. Gleichung (5)) und tragen diese ebenfalls
in den Graphen auf. Fiir die Berechnung von wy und wye, nutzen wir wieder
Gleichung (2) und Gleichung (3):
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Wy +w Wyl — Wye
— g geg — g 9cg 5
Wy = B ) W— = 5 . (5)

Tabelle 3: Werte der Periodendauern T ;, T" ;, Frequenzen wy ;, w_; und
deren relative Unsicherheiten

Indexi | Tyilsl as (%] Toilsl aps (4] weq[29) £ (%] wo;[29] 2= (%)
1 1.82(4) 236 317.6(6) 0.19 3.45(8) 236 0.01978(4) 0.19
2 1.69(5) 294  126.7(6) 0.47 3.72(11) 2.94 0.0496(2) 0.47
3 1.69(4) 2.59 75.3(6) 0.80 3.71(10) 2.59 0.0834(7) 0.80
4 1.75(4) 2.07 46.6(3) 0.64 3.59(7) 2.07 0.1344(9) 0.64
5 1.666(10) 0.62 32.2(3) 0.93 3.77(2) 0.62 0.1953(18) 0.93
6 1.70(3) 1.62 24.3(3) 1.24 3.70(6) 1.62 0.259(3) 1.24
7 1.662(15) 0.88 18.6(3) 1.61 3.78(3) 0.87 0.337(5) 1.61
p-w 4 -Diagramm
3.81
£
3.71
53.6-
3
3.54
3.44
—— analytischer Graph
Werte p; / w4,
331 | | | | | +I ee;:lJ Wy, I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

p [m]

Abbildung 6: p-w,-Diagramm
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p-w _-Diagramm

—— analytische Kurve
041  Wertep/w-;
0.31
T
£
~
=~ 0.2
3
0.1
0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8
p [m]

Abbildung 7: p-w_-Diagramm

4 Diskussion

4.1 Verbesserungsmoglichkeiten fiir die Messung

Durch die Art des Versuchsaufbaus und der Messgerite entstehen Ungenauig-
keiten, die sich auf unsere Ergebnisse fiir 01,02, Wi, Wgeg, wy und w_ auswir-
ken. Um kleinere Fehler zu erhalten, wire es sinnvoll den Aufbau und die Art
der Messung zu modifizieren. Es wire z.B. hilfreich bei der Messung der Peri-
odendauern nicht nur 5 Schwingungen zu betrachten sondern 10 oder mehr. Um
hier noch die Unsicherheit durch langsame Reaktionzeit etwas zu minimieren
kénnte man iiber die Messung von 10 Schwingungen zusiitzlich eine Messrei-
he durchfiithren, was im zeitlichen Rahmen des Anféingerpraktikums allerdings
nicht umzusetzen wire. Fiir die Messung der Winkel wire es zudem gut zu
wissen, wie grofi die tatsichliche Distanz von Aufhidngepunkt und Skala ist,
da wir nur die Distanz von Austrittspunkt des Stabs bis zur Skala gemessen,
und mit dieser Grofie iiber den tangens die Winkel bestimmt haben. Um die
Messung zu optimieren, miissten zudem auch Effekte wie Reibung, Luftzug etc.
beriicksichtigt, bzw. eliminiert werden.

4.2 Systematischer Fehler Linge [

Eine grofie Differenz von gemessenen und analytischen Werten entsteht durch
unseren Wert fiir die effektive Léinge [, die der Linge von Aufhdngungspunkt bis
Masseschwerpunkt entsprechen sollte. Dies war bei uns schwierig zu ermitteln,
da die Masse des Stabs und die Distanz von Aufhingepunkt zum Austrittspunkt
des Stabs unbekannt ist. Auch der Schwerpunkt von der am Stab hidngenden
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Masse ist nicht einfach abzuschitzen. Da jede analytisch berechnete Grofie von
dieser Lange ! abhéngt, wirkt sich diese Unsicherheit auf alle Ergebnisse aus.

4.3 Folgerungen aus ¢

Aus den gemessenen Werten fiir die Winkel ¢y, und ¢ge kénnen wir schliefien,
dass die Abhéngigkeit von p fiir unsere kleinen Auslenkungen anndhernd line-
ar ist. Man erkennt allerdings auch, dass die theoretisch hergeleitete Formel
nicht ganz mit unseren gemessenen Werten iibereinstimmt. Hier miisste man
die Unsicherheiten der Messung grofler wihlen. Die Schwierigkeit liegt aber
vor allem darin, einen plausiblen Wert fiir das Drehmoment M, zu finden, da
My von p abhangig ist. Einen Mittelwert zu berechnen und mit diesem ¢ zu
bestimmen ist nach unsererer Analyse nicht sinnvoll. Da wir die Differenzial-
gleichung fiir Pendelschwingungen aber auch immer nur als linear nahern, ist
davon auszugehen, dass weitere Unsicherheiten aufgrund einer in Wirklichkeit
trigonomitrische Abhéngigkeit zustande kommen.

Aus den berechneten Werten fiir die relativen Unsicherheiten der Winkel ldsst
sich schlieflen, dass die Winkelmessungen ziemlich genau sind, aber fiir kleinere
pungenauer werden. Dies kénnen wir darauf zuriickfiirhren, dass die gemessene
Lénge h nicht ganz vom Aufhiangepunkt des Pendels gemessen wurde, eine Un-
sicherheit, die signifikanter wird, je kleiner p ist. Fiir ausreichend grofle p ist die
Unsicherheit beim Messen der Lange h nicht mehr sehr signifikant. Aus unseren
Messungen kénnen wir auBerdem schliefien, dass sich die Theorie bestétigt, dass
bei einem symmetrischen gekoppelten Pendel beide Pendel in der Ruhelage mit
dem gleichen Winkel zueinander ausgelenkt werden (¢o1 = ©o2)-

4.4 Folgerungen aus wy, und wy,,

Aus den Ergebnissen der Messung fiir wg kénnen wir folgern, dass die Kopp-
lung der Pendel keinen Einfluss auf die Winkelgeschwindigkeit des Pendels hat.
Die Feder ist durch die Kopplung der Pendel bereits gestreckt. Allerdings wird
sie durch das gleichpahsige Hin- und Herschwingen nicht weiter gestreckt oder
gestaucht, wodurch die Feder keinen Einfluss auf die Periodendauer und die
Winkelgeschwindigkeit der gleichsinnigen Schwingung hat. Somit ist es auch
nicht relevant, welche Werte man fiir p wihlt. wy ist also annahern konstant.
Die Abweichung des theoretischen Werts und der gemessenen Werte kommt
sehr wahrscheinlich durch die nicht ganz korrekt eingeschitzte effekt Léange
des Pendels zustande (Abschnitt 4.2). Wir konnen durch die berechneten re-
lativen Unsicherheiten trotzdem folgern, dass die gemessenen Werte und die
theoretische Formeln die annihernd gleichen Ergebnisse liefern, da die realti-
ven Unsicherheiten sehr gering sind (Tabelle 2).

Bei der gegensinnigen Schwingung sieht man, dass w4 nicht konstant ist, son-
dern von p abhiingt. Je grofler p ist, desto grofler ist auch wge,. Aufferdem
erkennt man, dass der Zusammenhang nicht linear ist. Die Abhéangigkeit von p
und wye, kénnen wir dadurch erkliren, dass die Kopplung nun signifikant ist,
da die Feder wihrend des Hin-und Herschwingens der Pendel gestreckt bzw.
gestaucht wird. Je grofer p ist, desto starker ist auch die Kopplung der Pendel
und somit der Einfluss der Feder. Bei gleicher Auslenkung der Pendel wirkt nun
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eine stirkere Kraft zwichen Feder und Pendel (da die Feder bei gleicher Aus-
lenkung und gréferem p auch mehr gestreckt bzw. gestaucht wird) und somit
auch ein grofieres Drehmoment. Eine genauere Abhéngigkeit zwischen p und
Wyeq kénnen wir aus unseren Werten nicht erkennen, allerdings sieht man, dass
auch hier gemessene Werte und die theoretische Formel bis auf Messungenauig-
keiten anndhern gleiche Ergebnisse liefern, was sich auch mit den berechneten
relativen Unsicherheiten deckt (Tabelle 2).

4.5 Verleich der Werte w,

In Abb. 6 erkennen wir starke Abweichungen der aus den Messwerten errechne-
ten Werte w, ; zu den analytischen Werten. Dies liegt vermutlich iiberwiegend
an unserer gewihlten Messmethode. Da die Amplitude der Einzelschwingung
der Schwebung sehr schnell so klein wird, dass sie schwierig messbar ist, ent-
schieden wir uns einzelne Perioden zu messen. Dies fithrt zu groflen Standar-
dunsicherheiten. Auflerdem sprechen die sporadisch stark schwankenden Ab-
weichungen der Messwerte fiir systematische Fehler, die auf Grund der von
uns Menschen durchgefithrten Zeitmessung entstanden. Falls wir den Versuch
erneut durchfithren wiirden, wire es sinnvoll die maximale Anzahl messbarer
Perioden je angestoBlener Schwingung zu messen und méglicherweise zusiatzlich
Messreihen zu diesen Merhfachperioden zu erstellen.

4.6 Verleich der Werte w_

In Abb. 7 sehen wir wie die gemessenen Werte immer starker von den ana-
lytischen Werten abweichen, je grofier der Kopplungsabstand gewihlt wurde.
An dieser Stelle haben wir vermutlich die Unischerheit AT_ zu klein gewahlt.
Da wir iiber einen vergleichsweise sehr langen Zeitraum die Periodendauer
T_ gemessen haben, kann man davon ausgehen, dass der Luftwiderstand und
mogliche Luftturbulenzen zu lingeren Periodendauern fithren, welche wiederum
kleineren Kreisfrequenzen implizieren. Des Weiteren ist der analytisch berech-
nete Wert eine Niherung, weswegen auch hier Werteabweichungen entstehen
kénnen.
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D Foto Versuchsaufbau

Abbildung 8: Foto Versuchsaufbau
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