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2  Theorie 3

Tabelle 1 ist eine Ubersicht aller in diesem Protokoll benutzten Symbole.

Groflensymbol  Bedeutung

Lange des Stabs

Breite des Stabs

Hohe des Stabs

Abstand zur neutralen Faser
Spannung
Flachentragheitsmoment in y-Richtung
Drehmoment

Elongation der Stabmitte
Masse

Elastizitatsmodul
Erdbeschleunigung

Flache

Stativpositionen
Unsicherheit der Grofle x
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S

Tabelle 1: Symbole, die in diesem Versuchsprotokoll verwendet werden.
P
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1 Ziel des Versuchs

In diesem Versuch ist das Elastizitdtsmodul von Stdben verschiedener Mate-
rialien zu bestimmen, indem diese kontrolliert gebogen werden. Insbesonde-
re soll dabei neben der Materialabhangigkeit auch die Abhangigkeit von der
Orientierung des Stabes sowie die Abhangigkeit von der Durchbiegungslénge
uberpriift werden. In einer besonders genauen Messreihe sollte dann auch
noch der Hookesche Bereich eines Materials ndher ausgemessen werden.

2 Theorie

2.1 Herleitung physikalischer Zusammenhinge

Wirkt auf einen Korper eine Kraft F' senkrecht zu seiner Oberfliche A, dehnt
sich der Korper in diese Richtung um A/. Ist die wirkende Kraft nicht zu
hoch und liegt im sogenannten Hookeschen Bereich, lasst sich die relati-
ve Langenanderung mit dem Elastizitatsmodul F, einer Materialkonstante,
berechnen:

(1)

o bezeichnet dabei die Zugspannung.
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In unserem Versuch betrachten wir die Biegung eines Stabes mit rechte-
ckiger Grundfliche, dessen rechte Halfte in Abbildung 1 abgebildet ist. Die
Koordinate ¢ gibt den Abstand von der neutralen Faser, einer spannungs-
freien Schicht im Stab (siehe Abb.), an. Die Spannung o(x) an einer Stelle
x betrigt

o(,0) = -o0z), 2)
Co

wobei ¢ = o(z, () und (o = h/2. Der Belastung von aufen, die ein Dreh-

Abbildung 1: Rechte Hilfte eines belasteten Stabs mit rechteckigem Quer-

schnitt @.U,QQQL,

moment erzeugt, wirken innere Kréfte entgegen, die ebenfalls ein dem Be-
lastungsdrehmoment entgegengesetztes Drehmoment erzeugen:

Co Yo
M(x) = / / ¢-o(x,¢)dyd¢
o ~Yo
_ ao(z) I (3)
= y
o
oo(z) bh?
G 12
I, ist das Flachentragheitsmoment des Stabs beziiglich der y-Achse in Abb. 1.
Das obige, durch innere Krifte erzeugtes Drehmoment, kompensiert das
Drehmoment, das durch dufere Belastung entsteht. Mit M = r X F und
der durch die Halterung hervorgerufene Kraft F'/2 gilt fiir das aulere Dreh-

moment betragsweise:
M(z) ==z - 4
@ =5(5-2) @
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Bevor beide Drehmomente gleichgesetzt werden, muss die Spannung des
Stabes naher betrachtet werden. Betrachten wir dafiir ein kleines Stiick ver-
bogenen Stab mit Lange Az, das in Abbildung 2 dargestellt ist. Oberhalb
der neutralen Faser wird Az kleiner, unterhalb grofler. Die relative Langen-
anderung A(Az)/Ax ist dabei gegeben durch Gleichung (1):

A(az)  o(z,¢) _ 1¢-oo()

Ar E E ¢ (5)

Die kleine Langendnderung A(Az) konnen wir in Abhéngigkeit der Win-
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Abbildung 2: Kleiner Ausschnitt Az des belasteten Stabs. @&Q}L

kelinderung Ay schreiben, wie es aus der Abbildung ersichtlich ist:

A(Azx) _C-Ayp P Ap 1 0o(z)

Az Az Az E G (6)

d _ . . . s
Den Ausdruck G = p ! kennen wir auch als Kriimmung, die wir niherungs-
weise iber die zweite Ableitung des Kurvenverlaufs z(z) schreiben kénnen:

log(z) 1 d?z

E G p dnr i

Nun sind noch die Drehmomente in Gleichungen (3) und (4) gleichzusetzen
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7 e

(a)
Abbildung 3: (a) Rechteckprofil (b)

und nach og(2) umzustellen und in Gleichung (7) einzusetzen:

dx 1Rt )10 =
dz2  E 2\2 bh3

Zweifache Integration und Evaluation an x = [/2 gibt uns den Biegungspfeil,
der ein Ma8 fiir die Gesamtkriimmung ist:

1 £

s=zla=4/2) = 515

(10)
In unserer Versuchsdurchfiilhrung betrachten wir als belastende Kraft die
Gewichtskraft einer Gesamtmasse m, die in die Mitte des Stabes gehédngt
wird. Mit Fg = m - g wird aus der obigen Gleichung gerade:

03
s(m) = 4;}),31) -m. l/ (11)

2.2 Flachentrigheitsmomente

Als weiterfithrende Fragen sollten zusétzlich Flachentragheitsmomente von
einem Rechteckprofil der Breite b und Hohe h (siehe Abb. 3a) und eines
Doppel-T-Profils berechnet werden. Wir beginnen mit dem Rechteckprofil,
indem wir die quadratischen Abstande von der y-Achse aufsummieren, um
das Flachentragheitsmoment in y-Richtung zu erhalten:

= é/ 22dA (12)

Mit dA = dy dz, wobei y € [—b/2,b/2], z € [~h/2, h/2], ergibt sich fiir das
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Integral:
b2 h/2
I, = / dy / dz 22
—b/2  —h/2
b/2 B3 (13)
= [
_b/2
bh3
T 12
Mit A = bh und € = b/h ergibt sich:
2
=2t (14)

Das Flachentragheitsmoment skaliert somit bei gegebener Querschnittsfla-
che invers zum Verhéltnis ¢ = b/h.

Nun ist das Flachentragheitsmoment des Doppel-T-Profils zu berechnen.
Dieses ist in Abbildung 3b abgebildet' und kann als Quadrat mit Seitenlinge
h betrachtet werden, wobei links und rechts ein rechteckiges Loch mit Sei-
tenlangen h—;b-, h—2b fehlen. Um das Flachentragheitsmoment des gesamten
Doppel-T-Profils zu berechnen, subtrahieren wir vom Tragheitsmoment ei-
nes Quadrats der Seitenldnge h das Flachentragheitsmoment eines Rechtecks
mit o. g. Seitenflichen zweimal. Da der Schwerpunkt beider abzuziehenden
Rechtecke auf der y-Achse liegen, muss der Satz von Steiner nicht angewandt
werden. Es folgt:

h4

o !
I, =5 -2,
Rt 1 ;
=— —— [(h—b)*(h—2
T3~ 13 |(h = B)*(h = 20) -
. 1 3 212 3 4
=5 [5bh* — 962h? + Th%h — 2b']
b<h 5O — 9b*N?
B 12
Mit der Gesamtflache von
A = 2bh + (h — 2b)b = 2bh + bh — 2b* ~ 3bh (16)
ergibt sich aus Gleichung (15) mit € = b/h:
1 [5b%h? , g| B
I, = — — A?] = A? [ = 1}
Y12 { £ ] 108¢ (7]

Auch dieses Flachentragheitsmoment skaliert mit invers zum Verhaltnis e,
jedoch viel starker.

!Obwohl die Beschreibung in [2, Seite 28] nicht allzu eindeutig ist, wurde versucht, die
Langen korrekt einzuzeichnen.
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3 Durchfiihrung

Der Versuchsaufbau bestand aus Stdben verschiedener Materialien (Alumi-
nium, Messing und Stahl), die auf zwei Stativen gelegt werden konnten,
wobei darauf zu achten war, dass der Uberstand auf beiden Seiten in etwa
gleich groB ist. In der Mitte des gerade in der Messung verwendeten Stabs be-
fand sich eine Haltevorrichtung, an die verschiedene Gewichtsstiicke gehangt
werden konnten. Uber der Haltevorrichtung war ein Messinstrument, dass
die Auslenkung der Stabmitte von einer festgelegten Nulllage in z-Richtung
messen konnte.

Insgesamt war der Versuch in finf Teile unterteilt: Im ersten Teil waren
die AbmaBe — das heifit, die Breite b und die Hohe h — der Stabe mit einer
Mikrometerschraube an mehreren, von einander aquidistanten Stellen zu
bestimmen. Da die betrachtete Linge durch die Position der Stative im
jeweiligen Versuchsteil gegeben war, wurde diese nicht gemessen. Dieser Teil
der Messung verlief weitgehend ereignislos.

Im zweiten Versuchsteil war die Materialabhangigkeit des Elastizitatsmo-
duls zu bestimmen: Dafiir sollte fiir alle drei Stéibe die gleiche Liange durch
Einstellung der Stative gewihlt werden. Daraufhin waren diwre} Stabe mit
Gewichtsstiicken drei verschiedener Arten, deren Masg’éur)lu(;gh zu bestimmen
war, belastet und die Elongation pro Belastungsschritt notiert. Wurden alle
Gewichtsstiicke geplant aufgelegt, waren diese schrittweise zu entfernen und
die Elongation erneut zu notieren. Alle drei Stébe sollten moglichst in der
gleichen Orientierung auf die Stative gelegt werden.

Eine Variation der Staborientierung war im dritten Versuchsteil durch-
zufithren: Fiir eine Liange und ein Material — wir wahlten Stahl — sollte eine
Belastungsmessreihe in gleicher Weise fiir zwei verschiedene Orientierungen
— horizontal und vertikal — wie oben durchgefiihrt werden.

Im vierten Versuchsteil sollte die Lingenabhingigkeit eines Materials,
wofiir wir Aluminium wihlten, in einer bestimmten Orientierung gemessen
werden. Dabei variierten wir die Stativposition auf drei verschiedene Weisen
und fithrten pro Linge die gleiche Messreihe durch.

 troen A

SchlieBlich sollte der letzte Versuchsteil fiir die Reproduzierbarkeit der Hooll

Ermittlung des Elastizititsmodul genutzt werden: Dabei sollte ein Material
genauer ausgemessen werden und dieselbe Messreihe unter den gleichen Be-
dingungen wiederholt werden. Als Material wéhlten wir dabei Aluminium.

4 Messungen

4.1 Stababmessungen

Wir begannen mit der Ausmessung der jeweiligen Stdbe. In Tabelle 2 sind
die Messwerte fiir jeden Stab ausgefiihrt, wobei der Stab derart orientier war,
dass die Breite b die lingere und die Héhe h die kiirzere Seite des Stabes
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beschreibt. Da wir eine Mikrometerschraube verwendeten, die auf zwanzigs-
tel Millimeter feinjustiert werden konnte, wéhlten wir als Unsicherheit der
Breite und der Héhe up = uj, = 0,05 mm. SchlieSlich waren noch die Massen

Aluminium Stahl Messing

Messung  b/mm  h/mm b/mm h/mm b/mm h/mm

9,95 5,99 9,97 5,99 9,95 5,97
9,96 5,99 9,96 5,99 9,95 5,97
9,96 5,99 9,96 5,99 9,96 5,97
9,96 6,02 9,96 5,99 9,96 5,97
9,96 5,99 9,98 5,99 9,95 5,96
9,97 5,99 9,96 5,99 9,96 5,97
9,96 5,98 9,96 5,99 9,95 5,96
9,95 5,99 9,96 5,99 9,95 5,96

00~ O Ok Wi

Tabelle 2: Abmafle der verwendeten Stabe.

der Gewichtsstiicke zu messen. Da es drei Arten von Gewichtsstiicken gab,
maflen wir nur einen Vertreter jeder Art mit einer Digitalwaage ab. Die klei-
nen Gewichtsstiicke wogen myein = 50 g, die mittleren wogen mpjite; = 100 g
und die groBeren Gewichtsstiicke wogen mgrog = 200g. Als Messunsicher-
heit wahlten wir dabei u,, = 0,21 g fiir alle Gewichtsstiicke, da dies in etwa
NG\~ ) der Ifte der Variation der Masse entsprach, falls man Vertreter der selben
ore ke - Gewichtsstiickart auf die Waage legte.
2 o Vodomon  sAllod?
4.2 Materialabhangigkeit

Zur Bestimmung der Materialabhingigkeit verifizierten wir zunéchst, dass
sich das Stabmittenelongationsmessgerit in der Mitte, d.h. bei p = 50,0 cm
der unten angebrachten Stativskala befand. Dann wéhlten wir fiir die Sta-
tive die Positionen py = 80,0 cm fiir das rechte und p; = 20,0 cm fiir das
linke Stativ. Obwohl die Skala in Millimeter unterteilt war, wahlten wir als
Unsicherheit u, = 1 mm. Dies sollte der nicht ganz perfekt geraden Lage des
Stabes auf den Stativmitten entgegenwirken”. Die Stibe wurden in horizon-
taler Orientierung auf die Stative gelegt und dann belastet. Da uns sechs
Messpunkte als durftig fiir eine genaue Bestimmung des Elastizitdtsmoduls
erschienen, maflen wir fiir jedes Material bis ca. s &~ 3mm mit verschie-
denen Gewichten. Die Messungen sind in Tabellen 3 bis 5, die im Anhang
auffindbar sind, aufgefiihrt.

Wie die Unsicherheiten der Massen in den o. g. u. ff. Tabellen zustande
kamen, wird in der Auswertung diskutiert.

’Im Grunde genommen ist 1 mm sogar sehr grofziigig betrachtet, da nach Pythagoras
eine Abweichung von \/(60,1 c¢m)? — (60,0cm)? = 3,47cm orthogonal zur Messschiene
immer noch im 1o-Vertrauensbereich liegen wiirde.
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4.3 Orientierungsabhingigkeit

Fiir die Messung der Orientierungsabhangigkeit des Elastizitatsmoduls wahl-
ten wir Stahl, da sich aufgrund des relativ hohen Literaturwerts [2] fiir
das Elastizitidtsmodul eine Orientierungsédnderung nach Gleichung (11) am
stiarksten bemerkbar machen wiirde. Erneut fiigten wir dabei Gewichte hin-
zu, bis bei der horizontalen Elongation 3 mm tiberschritten waren und fiithr-
ten die gleiche Messreihe fiir den vertikalen Stab durch, um méglichst ver-
gleichbare Werte zu erhalten. Als Stativpositionen wahlten wir p» = 85,0 cm,
bzw. p; = 15,0 cm. Die Elongationen sind in Tabelle 6 im Anhang gegeben.

4.4 Langenabhingigkeit

Da der Literaturwert [2] des Elastizitdtsmoduls von Aluminium am gerings-
ten war, dachten wir uns, dass sich eine Veranderung der Lénge nach Glei-
chung (11) stark bemerkbar machen sollte. Dafiir mafien wir die Elongation
fur drei verschiedene Stativpositionen:

1. po = 90.0cm und p; = 10,0 cm
2. po = 85,0cm und p; = 15,0 cm
3. po = 80,0cm und p; = 20,0 cm

Die Elongationsmessungen sind in Tabelle 7 angegeben.

4.5 Reproduzierbarkeitsmessung

Als letztes Material wihlten wir erneut Aluminium, da sich wegen des ge-
ringen Literaturwerts fiir das Elastizitdtsmodul eine Materialhysteresis am
deutlichsten bemerkbar machen sollte. In moglichst kleinen Messintervallen
belasteten wir den Aluminiumstab bis iiber s = 3 mm hinaus, da uns danach
die kleinen Gewichte ausgingen. Diese Messung wiederholten wir schlielich
einmal. Die Ergebnisse sind in Tabelle 9 aufgefiihrt.

5 Auswertung

Im Folgenden wird aus jedem Versuchsteil (auBler bei der Messung der Sta-
babmafle) das Elastizitdtsmodul E entgegen der Versuchsanleitung, die nur
eine analytische Auswertung fordert, mittels linearer Regression bestimmt.
Die Griinde dafiir liegen zum einen in der von uns als gering eingeschatz-
ten Aussagekraft graphisch ausgewerteter Messdaten, die anfillig gegentiber
subjektiver Wahrnehmung sind. Zum anderen ist ein Vergleich zweier gra-
phisch ausgewerteter Datensétze aus ebendiesen Griinden zumindest schwie-
rig. SchlieBlich ist der Vorschlag der Anleitung, die Unsicherheiten der einen
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geforderten analytischen Auswertung auf alle anderen graphischen Auswer-
tungen zu ubertragen, im besten Falle unwissenschaftlich und im schlimms-
ten Fall nichtssagend.

Zusatzlich ist die Durchfilhrung einer linearen Regression mit einem
Python-Programm, das im Anhang (siehe Abb. 10) aufgefiihrt ist, nicht
sonderlich aufwindiger als eine graphische, manuelle Auswertung.

Bevor zur Auswertung der individuellen Messreihen iibergegangen wird,
sind noch die Unsicherheiten in der Masse zu diskutieren. Da jedes Masse-
stiick m;, das schrittweise auf die Halterung gelegt wird, mit der Unsicherheit
Um, = Upy belastet ist, summiert sich die Unsicherheit w,,, der Gesamt-
masse Mges = »_;—1 M; nach dem Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetz auf:

v (18)

Diese Unsicherheiten sind in Tabellen 3 bis 9 bereits berechnet worden.
Zusitzlich muss noch die Rolle beider Messungen (Hin s; und Zuriick
s9) geklart werden. Damit wir einen Wert erhalten, bedienen wir uns dem
arithmetischen Mittelwert beider Gréflen und definieren:
S B
PR v (19)
2
Die Unsicherheit der Grofle s lasst sich ebenfalls mit Gaufischer Fehlerfort-
pflanzung berechnen. Dafiir gehen wir von der Unsicherheit der Einzelelon-

v

) 2
iy = \/(%) + <%) = 0,04 mm (20)

Im Folgenden werden wir hauptsachlich mit s statt s; rechnen. In Tabellen 3
bis 6 und 9 wurden die Mittelwerte bereits respektive berechnet (je nach
Messreihe auch evtl. indiziert); die Mittelwerte von Tabelle 7 wurden aus
Platzgriinden in Tabelle 8 verschoben.

gationen ug, = ug, = 0,05 mm aus:

5.1 Stababmessungen

Damit mit den Abmessungen in Tabelle 2 gerechnet werden kann, muss
zunachst der Mittelwert berechnet werden:

(21)
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Aus Tabelle 2 ergeben sich daraus folgende Bestwerte:

ba1 = 9,96 mm
har = 5,99 mm
bsy = 9,96 mm
St (22)
hst = 5,99 mm

brie = 9,95 mm

hye = 5,97 mm v

Da die Fehler aller Werte gleich sind, berechnet sich die Unsicherheit des
Mittelwerts folgendermafien nach Gaufischer Fehlerfortpflanzung: “\( N

- . Q. Meuﬂ&wﬂw\'
— Z(u_b> beGeluidinegy gt

—\n (23)

=1,77-10"? mm

Da die Hohe h mit derselben Mikrometerschraube und denselben Messunsi-
cherheiten gemessen wurde, ist die Unsicherheit der Hohe identisch mit der
Unsicherheit der Breite: up, = 1,77 - 1072 mm. v’

5.2 Materialabhingigkeit

Zunichst sind die Elongationen s in Abhéngigkeit von der Masse m aus
Tabellen 3 bis 5 in ein Diagramm einzutragen (siehe Abb. 4). Denkt man
sich eine ungefihre Gerade durch die Messpunkte von Stahl, féllt sofort aus,
dass die letzten beiden Messwerte weit von der Geraden entfernt sind und
unsere Regression storen konnten. Da diese evtl. im Hookeschen Bereich
liegen konnten, ware es problematisch, sie bei der linearen Regression nicht
zu beriicksichtigen, weshalb wir sie aus dem Datensatz fiir die Regression
entfernen. Fiigen wir im Python-Programm in Abbildung 10 die Daten als
Tupelliste in data ein, erhalten wir folgende Ausgleichsgeraden, die auch in
Abb. 4 eingezeichnet smd ST a(\\-\NW\“

sar(m 0 00375 + ,000 05 -m =+ (0,0102 & 0,0020) m

sg(m) = (0,001 24 + 0,000 02) — St (0,0259 = 0,0020) m (24)

sne(m) = (0,00276 = 0,000 03) ng -m + (0,0301 = 0,0021) mm

Natiirlich kann an dieser Stelle kritisiert werden, dass der Fehler in m-
Richtung bei der Regression nicht beachtet wird. Wie man aber an den
in Abb. 4 eingezeichneten Fehlerbalken sieht, ist dieser im Vergleich zur
Unsicherheit ug guten Gewissens zu vernachléssigen.
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Abbildung 4: Materialabhéngigkeit — Elongationen s in Abhéngigkeit von

der Masse m. In beide Richtungen sind Fehlerbalken eingezeichnet. ¥
T s Adeseunsidawhait ok -

Die Ausgleichsgeraden in Gleichung (24) haben die Form s(m) = a-m+-c.
Wir konnen nun a gleichsetzen mit dem Vorfaktor

953 B /
aERy ¢ 2i1)

aus Gleichung (11). Der s-Achsenabschnitt ist dabei geringer als die Un-
sicherheit in s-Richtung und zugunsten unseres Modells ebenfalls vernach-
lassigbar. Gleichung (25) kann nun nach E umgestellt werden, sodass das
Elastizitatsmodul der drei Stdbe berechnet werden kann:

3
B= Vv (26)
4h3ba

Zunéachst ist jedoch noch die Stablange ¢ zu bestimmen. Dafiir bilden wir
die Differenz beider Stativpositionen pi, pa:

{=ps—p1

27
= 60,0 cm (27)

Die Unsicherheit dieser Grofle lasst sich aus den Einzelunsicherheiten der
Stativpositionen u, = 1 mm geméafl Gaulscher Fehlerfortpflanzung berech-
nen:

Up = \/571,1,
28
= 1,41 mm ‘/ (28}
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Nun ist noch fiir die Erdbeschleunigung g der Literaturwert [1] von g =
9,806 65 b% nachzuschlagen. Fiir die Bestwerte der Elastizitdtsmoduln folgt
dann:

N
Eal = 6,582 - 10" —
mim

5
Es;, = 2,003 - 10° —; (29)
mim
4 N
Ene = 9,050 - 10 5
mm

Nun sind noch die Unsicherheiten dieser Werte nach dem vereinfachten
GaufBlschen Fehlerfortpflanzungsgesetz zu berechnen:

oo @)+ (03 (3 () @

Dies ist fir jedes Material zu berechnen. Als Ergebnis dieser Messreihe er-

halten wir dann:
Eruat o e
30
e;\(\k%@'
4

N

EA]:(7

(31)

ESt:(7

Ene = (9,050 £ 0,316) - 104 —

ey (Ommambar - enapiont fmwhm%,m
5.3 Orientierungsabhingigkeit

In unserer Messung haben wir den Elongations-Masse-Verlauf fiir einen

Stahlstab in horizontaler und vertikaler Orientierung gemessen. Sei nun

sn(m) der horizontale, sy(m) der vertikale Massenverlauf. Beide Verldufe

folgen idealerweise einem linearen Verlauf:
gt

sh(m):ah-m:4Eh3b-m, bzw. sy(m)=ay-m= = -m (32)

Dividieren wir nun beide Geradensteigungen a; durcheinander, erhalten wir:

ap 1)2 ‘

PRy (33)
Die Einfachheit des Terms riithrt daher, dass die meisten Grolen (g, E, £
und 4) fiir das gleiche Material und den gleichen Versuchsaufbau (bis auf
Orientierung) nattrlich konstant sind. Wir miissen nun unsere beiden Elon-
gationsverlaufe aus Tabelle 6 in Abhangigkeit von der Masse in ein Dia-
gramm (siehe Abb. 5) iibertragen und eine lineare Regression wie gewohnt
durchfithren. Die Ausgleichsgeraden lauten dabei:
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I s/mm | ¥
2.5 1
ol —— Horizontal
—— Vertikal
1.5 7
.
e i : i

t t + T T t
200 400 600 800 1,000 1,200 1,400 1,600

Abbildung 5: Orientierungsabhéingigkeit — Elongationen s in Abhéangigkeit
von der Masse m. In beide Richtungen sind Fehlerbalken eingezeichnet.

sn(m) = (0,001 95 = 0,000 02) — - m — (0,005 62 % 0,001 90) mm
o (34)
-m + (0,004 97 £ 0,001 90) mm Va

min

sy(m) = (0,000 70 = 0,000 02)

Nun konnen die Geradensteigungen durcheinander dividiert werden. Der
Bestwert des Bruches lautet:
a
b= 0784 =& (35)
Gy
Die Unsicherheit lasst sich leicht mit dem vereinfachten Gaufischen Fehler-
fortpflanzungsgesetz berechnen:

o =6y () + (2’ Vs

=(&4
= 8,142.107 (37) 34 A
Dieser Wert ist mit dem theoretisch ,vorhergesagten* Wert £ =: %’;— zZu
vergleichen. Dieser lautet:
£ = 2,765 (38)
Die Unsicherheit desselben lasst sich ebenfalls mit dem vereinfachten Gauf3-
schen Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnen: éz = %
2 2
Up Up
, =& - 2— 2—
e \/< 2) (%) S @9
=1,90-10"2

Die Diskussion beider Werte erfolgt in Abschnitt 6.



V\QA(‘Q / a*m

™ S B

\

5 Auswertung 16

5.4 Liangenabhingigkeit

Um die Abhangigkeit von der Lange zu untersuchen, tragen wir die Mess-
daten aus Tabelle 8 fiir verschiedene Liangen #; des Aluminiumstabs in ein
Diagramm ein (siche Abb. 6). Wie iblich ist mit Python eine lineare Re-

s 1 §/mm
—/t; = 80,0cm
2 +|— ¥y =70,0cm
—¥¢3 = 60,0cm
B o
il ,
m/g
5‘0 160 1.‘50 260 250 5560 350

Abbildung 6: Lingenabhangigkeit — Elongationen s in Abhangigkeit von der
Masse m. In beide Richtungen sind Fehlerbalken eingezeichnet.

gression durchzufithren; die Ergebnisse sind:

mim

s¢,(m) = (0,008 67 % 0,000 15) ~ ™t (0,0286 + 0,0338) mm
mim

s,(m) = (0,00582 £ 0,00015) —= - m.+ (0,0829+0,0338) mm  (40)

s4,(m) = (0,003 67 % 0,000 15) % -m — (0,0471 £0,0338) mm  ,/

Analog zu Abschnitt 5.2 ist nun fiir jede Lange das Elastizitdtsmodul mit-
samt Fehler zu berechnen. Wir erhalten:

N
Ey, = (6,762 £0,138) - 10* —;

mim

N
Ey, = (6,748 £ 0,190) - 10" —; (41)

mimn

N
Ey, = (6,738 £0,288) - 10" —;

mim

5.5 Reproduzierbarkeitsmessung

Die Messungen aus Tabelle 9 sind auch hier in ein Diagramm (siehe Abb. 7)ein-
zutragen und eine lineare Regression durchzufithren. Aus der Regression er-
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5 1.s/mm

— Messung 1 |
—— Messung 2

E

m/g

T T t T y
50 100 150 200 250 300 350

Abbildung 7: Reproduzierbarkeitsmessung — Elongationen s in Abhéngigkeit
von der Masse m. In beide Richtungen sind Fehlerbalken eingezeichnet.

halten wir:

mim

smi1(m) = (0,005 77 = 0,000 08) — - m + (0,0509 & 0,0258) mm

o (42)

sme(m) = (0,00597 + 0,000 08) . -m + (0,0640 £+ 0,0258) mm

Erneut lassen sich daraus Elastizitdtsmodulgeymit den Abmaflen von Alumi-
nium und den Abstidnden der Stative (p2 — p; = 70,0 cm) analog zu Ab-
schnitt 5.2 berechnen:

N
Eni = (6,805 £ 0,116) - 10° ——;

mm2

Fye = (6,585 & 0,110) - 10°

6 Diskussion

6.1 Materialabhangigkeit

Zunachst vergleichen wir die von uns ermittelten Werte mit den angegebenen
Literaturwerten [2] der Elastizitdtsmodul®. Fiir Stahl maflen wir
\eQhn MN

. N
Est = (2,003 £ 0,039) - 10° —,
mm

(44)
was relativ mittig im angegebenen Bereich des Literaturwerts von Stahl von
195 - 103 N mm~2 bis 210 - 103 N mm 2 liegt. Nicht ganz so mittig maBen wir
Messing mit

N
Eye = (9,050 + 0,316) - 104 — (45)
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welches noch knapp im moglichen Wertebereich von 33-}\011& _IELII_Q bis
95 -10° Nmm~? liegt und damit ebenfalls plausibel ist. Interessanter wird
& bei Aluminium: Der im Theoriekonvolut angegebene Literaturwert des
Elastizitdtsmoduls von Aluminium liegt im Bereich von 69 YN mm 2 bis

72,5 - 103 N mm~—2. Wir mafien fir Aluminium einen Wert vo
hamton /
Vi N0
Eal = (6,582 £0,116) - 10*

— mm

5 (46)
Die unterste Grenze des angegebenen Literaturwerts liegt gut auflerhalb des
90-Vertrauensintervalls, das durch unsere Unsicherheit bestimmbar ist. Da
die Elastizitatsmoduln der beiden anderen Materialien unter den exakt glei-
chen Bedingungen (bis auf Belastung) in der gleichen Messreihe gemessen
wurden. ist der Fehler vermutlich nicht statistischer Natur: Die Abweichung
kann durch die unterschiedliche Materialzusammensetzung von Aluminium-
stdben verschiedener Hersteller erklé}? werden, sodass ein Literaturwert als
solcher schwierig zu bestimmen ist.

6.2 Orientierungsabhingigkeit

Vergleichen wir den Wert &;, der sich aus der Division beider Geraden-
steigungen berechnet hat, mit dem Wert &>, der iiber Breite und Hohe der
Querschnittsfliche des Stabs berechnet wurde, bemerkt man eine gute Uber-
einstimmung;:

£ = 2,784 4 0,081

47
€3 = 2,765 £ 0,019 i

Die von der Theorie vorhergesagte Gleichheit & = £ ist trotz der relativ
geringen Unsicherheit bestétigt, da beide Werte im l1o-Bereich des jeweils
anderen Wertes liegen. Die Proportionalitit des Elastizitédtsmodul von E x
h—3b~! wurde damit empirisch verifiziert.

6.3 Liangenabhingigkeit

Auch die Abhéngigkeit von der Linge ¢ des Stabes scheint sich bestétigt zu
haben. Wie man in Gleichung (41) gut sehen kann, liegen alle berechneten
Elastizititsmodule, die auf Messungen verschiedener Linge ¢ basieren, im
1o-Vertrauensbereich der anderen. Interessanterweise liegt der vorhin gemes-
sene Wert fiir Aluminium in Gleichung (46) nicht bei allen Messwerten im
lo-Konfidenzintervall, obwohl der gleiche Stab verwendet wurde. Dies kann
mehrere Griinde haben: Zum einen ist der s-Achsenabschnitt der Regression
bei der Lingenabhingigkeit relativ hoch, obwohl dieser idealerweise 0 sein
sollte. Da bei dieser Messung weniger Datenpunkte erfasst wurden als bei
der Messung der Materialabhéngigkeit, halten wir die hier aufgenommenen
Werte fiir weniger aussagekriftig als die Werte bei der Materialabhéngigkeit. v
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Die Kurve in Abb. 6 verlduft auch bei weitem nicht durch alle Fehler-
balken der Messpunkte, wie dies z. B. in Abb. 6 der Fall ist. Moglicherweise
wurde die Messung im Rahmen eines groben Fehlers unsauber durchgefiihrt.

6.4 Reproduzierbarkeitsmessung

Die Ergebnisse der Reproduzierbarkeitsmessung suggerieren ein weiteres
Fehlerpotential: Beide errechneten Werte fiir das Elastizitatsmodul stim-
men lediglich im > 2o-Intervall miteinander ein. Damit waren aufeinander-
folgende Messungen mit dem gleichen Stab mit einem grofien systematischen
Fehler belastet.

Da bei diesem Versuchsteil auch die lineare Regression durch die meis-
ten Fehlerbalken verlduft, ist ein linearer Zusammenhang, der im Hooke-
schen Bereich erwartet ist, empirisch hinterlegt worden. Es sei auch hier
angemerkt, dass der s-Achsenabschnitt relativ hoch ist, was ein Hinweis
auf einen systematischen Fehler ist, da alle Messwerte gleichsam verschoben
sind.

6.5 TUbersicht

Abschlieend soll noch eine Ubersicht der Nachgiebigkeiten (‘f—ni gegeben
werden. Bei unserem Vorgehen entspricht dies der Geradensteigung a;. Die
Nachgiebigkeiten sind nach Messreihe in Abb. 8 auffindbar.

102
Nachgiebigkeit /{2

x
<
|

N Langenabhangigkeit

| X X
| N Reproduzierbar-

05 + ! e . ; °
") keitsmessung

S T S - - & _
Materialvariation "

X ;
Stahl flach/hoch~ | Tt x
X Messung

N 2 3 4 5 53 7

& 9 10
AlumYnium Messing Stdhl

Abbildung 8: Nachgiebigkeiten nach Messreihe/Stoff

Zusatzlich sind nochmal alle Elastizitdtsmoduln in Abb. 9 zusammengefasst.
An beiden Graphiken sind mehrere Dinge zu beobachten: Zum einen wére
eine kleine Variation seitens der Materialien moglicherweise aussagekraftiger
als sechs Werte fiir Aluminium und ein Wert fiir je Stahl und Messing. Zum
anderen sind beziiglich des Literaturwertbereichs alle Messwerte ein wenig
nach unten verschoben — deutlich wird dies besonders bei Aluminium —, was

oyt
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x Aluminium
15 ++x  Stahl
*  Messing

‘Messreihe

1 2 3 4 5 6 T 8

Abbildung 9: Ubersicht iiber die Elastizitdtsmoduln. Die gestrichelten Linien
geben die Bereiche der angegebenen Literaturwerte an.

auf eine nicht-ideale Zusammensetzung der von uns benutzten Stdbe (oder
allgemeiner: einen systematischen Fehler im Versuchsaufbau) hindeutet.

6.6 Fehlerdiskussion

Es wurden in diesem Abschnitt bereits viele Ursachen moglicher Fehler ge-
funden. Noch hinzuzufiigen ist die Zugkraft des Stabes und der Halterung,
die nach theoretischer Vorhersage im Hookeschen Bereich eigentlich keine
Rolle spielt. Trotzdem ist es nicht hinderlich, diese Zugkraft zu quantifizie-
ren. Die Druckkraft der Feder ist als 50 g bis 100 g angegeben. Die Gewichts-
kraft des Stabes ist zwar maBigebend fiir die Zugkraft, geht allerdings nicht
vollstéandig ein, da von der Halterung ein grofier Betrag iibernommen wird.
Fiir Stahl betrigt die Dichte ps; ~ 8,4 -85, was mit dem Maximalvolumen

ems 7
des Stabes von Vgax = b+ h - fmax ~ 47,73 cm? eine Maximalkraft von

FG,max = (pSthax T+ mFeder)g ~5N (48)

ausmacht. Dabei wurde die volle Gewichtskraft verwendet, was selbstver-
standlich nicht der Fall ist. Da im Rahmen dieses Praktikums die tatséchliche
Kraft schwer zu bestimmen ist, lassen wir das obige Frgebnis als Maximal-
kraft stehen.

Allgemein kann man sagen, dass in diesem Versuch als Fehlerpotenti-
al die systematischen Unsicherheiten (Beschaffung des Materials, Reinheit,
etc.) im Vergleich zu den statistischen Unsicherheiten deutlich iiberwiegen,
da alle Lingen mehrmals sehr genau gemessen wurden. Einzig die Gewichte
wurden nicht einzeln gemessen (sondern nur die drei Arten von Gewichts-
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stiicken), was durchaus einige Anomalien in den Messungen erkléren kann?.
Eventuell wurde diesbeziiglich auch der statistische Fehler von uns unter-
schatzt. ¥

Waire der Versuch ein weiteres Mal durchzufiihren, wiirden wir die Ge-
wichte einzeln messen sowie die Materialauswahl weiter variieren, sodass
man besser erkennen kann, ob e¢in systematischer Fehler eher von einem
Stab eines bestimmten Materials oder vom Versuchsaufbau selber stammt.

P dc
» X
s '}) ——
L. e
S <
X (%)
r
N ."'-
’?/—
s
g

3Siehe dazu bspw. Abb. 7, bei der ein Massenunterschied einzelne Messpunktabwei-
chungen erklaren kann
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I Anhang

(m+uy)/g si/mm  sp/mm  s/mm

50.00 + 0,21 0,23 0,19 0,21
100,00 + 0,30 0,43 0,36 0,40
150,00 + 0,36 0,62 0,53 0,57
250.00 =+ 0,42 0,95 0,90 0,93

350,00 + 0,47 1,34 1,27 1,31
550,00 + 0,51 2519 2,05 2,08
650,00 £ 0,56 2,48 2,45 2,46
700,00 + 0,59 2,67 2,65 2,66
750,00 % 0,63 2,79 2,79 2,79

800.00 £ 0,66 3,05 3,03 3,04

Tabelle 3: Materialvariation — Messdaten von Aluminium

(m=+uy)/g si/mm  sz/mm  s/mm

50,00 £ 0,21 0,10 0,07 0,09
100,00 + 0,30 0,16 0,14 0,15
200,00 + 0,36 0,26 0,27 0,27
300,00 + 0,42 0,39 0,38 0,39
400,00 + 0,47 0,52 0,51 0,52
500,00 & 0,51 0,66 0,63 0,65
700,00 + 0,56 0,89 0,88 0,89

900,00 + 0,59 1,15 1,12 1,14
1100,00 + 0,63 1,40 1,37 1,39
1300,00 + 0,66 1,63 1,63 1,63
1500.00 =+ 0,70 1,87 1,87 147
1700,00 + 0,73 2,11 2,13 2,12
1900,00 + 0,76 2,39 2,38 2,38
2100,00 + 0,79 2,61 2,64 2,62
2150,00 =+ 0,81 2,76 2,74 2,75
2200,00 + 0,84 2,86 2,87 2,87
2250,00 + 0,87 3,00 3,00 3,00

Tabelle 4: Materialvariation — Messdaten von Stahl
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(m+um)/g si/mm  sy/mm  s/mm

50.00 £ 0,21 0,20 0,15 0,17
100,00 £ 0,30 0,33 0,29 0,31
150,00 £ 0,36 0,48 0,41 0,44
200,00 £ 0,42 0,63 0,58 0,60
300,00 £ 0,47 0,84 0,84 0,84

400,00 + 0,51 1,14 1,11 119
500,00 + 0,56 1,44 1,39 1,42
700,00 + 0,59 2,00 1,97 1,98
800,00 + 0,63 2,28 2,93 2,25
900.00 + 0,66 2,49 2,52 2,50
1000,00 + 0,70 2,79 2,79 2,79
1050,00 + 0,73 2,97 2,93 2,95
1100,00 + 0,76 3,06 3,07 3,06

Tabelle 5: Materialvariation — Messdaten von Messing

b
Horizontal C_Jr Vertikal b
(m+tum)/g s1/mm s/mm  sp/mm  s3/mm  Ss4/mm  Sy/mm
50,00 + 0.21 0,09 0,07 0,08 0,04 0,04 0,04
100,00 + 0,30 0,19 0,23 0,21 0,08 0,07 0,08

200,00 + 0,36 0,39 0,38 0,39 0,15 0,13 0,14
300,00 + 0.42 0,57 0,55 0,56 0,22 0,20 0,21

400,00 + 0,47 0,81 0,76 0,79 0,29 0,32 0,30

600,00 & 0,51 1,13 1,15 1,14 0,42 0,42 0,42

800,00 + 0.56 1,56 1,54 1,55 0,56 0,56 0,56
1000,00 + 0,59 1,94 1,93 1,94 0,71 0,70 0,70
1200,00 + 0,63 2,34 2,32 2,33 0,85 0,84 0,84
1300,00 + 0,66 2,55 2,53 2,54 0,92 0,90 0,91
1400,00 + 0,70 2,75 2,71 .73 0,98 0,99 0,98
1500,00 + 0,73 2,89 2,92 2,91 1,05 1,06 1,06
1550,00 + 0,76 2,08 3,01 3,00 1,09 1,09 1,09
1600,00 + 0,79 3,11 3,11 3,11 1,13 1,13 1,13

Tabelle 6: Orientierungsvariation — Stahl

f1 = 80cm ly = 70 cm /5 = 60cm

(m=+tum)/g si/mm  sz/mm  s;/mm  sy/mm  s;/mm  sz/mm

50,00 £ 0,21 0,55 0.38 0,43 0,32 0,13 0,14
100,00 £ 0,30 0,91 0,84 0,78 0,65 0,37 0,27

150,00 + 0,36 1,42 1,24 0,88 0,92 0,51 0,49
200.00 + 0,42 1,88 1.67 1,31 1,24 0.69 0,65
250,00 + 0,47 2,16 2,14 1,49 1,49 0,93 0,85
300,00 + 0,51 5 77 2,68 1,73 1,81 1,09 1,04
350,00 £ 0,56 3,01 3.01 2,20 % 90) 133 1,23

Tabelle 7: Langenvariation — Aluminium
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(m=*um)/g  Se/mm s, /mm sp, /mm

50,00 + 0,21 0,47 0,38 0,14
100,00 £ 0,30 0,88 0.72 0,32
150,00 £ 0,36 1,33 0,90 0,50
200,00 = 0,42 1,07 1.2 0,67
250,00 += 0,47 2,15 1,49 0,89
300,00 + 0,51 2,73 1577 1,06
350,00 + 0,56 3,01 2,20 1,23

Tabelle 8: Langenvariation — Aluminium (Mittelwerte)

Messung 1 Messung 2

(m+um)/g si/mm  sy/mm  syn/mm o sz/mm o sg/mm o spz/mm

50,00 + 0,21 0,44 0,26 0,35 0,47 0.38 0,42
100,00 + 0,30 0,64 0,57 0,6 0,70 0,61 0,66
150,00 + 0,36 0,97 0,85 0,91 0,98 0,90 0,94
200,00 £ 0,42 1,34 1,16 1,25 1,22 1,22 1.22
950,00+ 0,47 1,55 1,45 1,5 1,58 1,49 1,54
300,00+ 0,51 1,73 1,75 1,74 1,81 1,80 1,81
350,00 £ 0,56 2,09 2,10 2,09 2,24 2.10 2,17
400,00+ 0,59 2,45 2,40 2,42 2,54 9,44 2,49
450,00+ 0,63 2,61 2,66 263 2,78 2,68 2,73
500,00 £ 0,66 2,95 2.63 2,79 3,10 2.99 3,04
550,00 £ 0,70 3,33 3,33 3.33 3,37 3,36 3.37

Tabelle 9: Reproduzierbarkeitsmessung — Aluminium
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from math import sqrt
ul = [1 / e *x 2 for e in error]
def b(d):

ylist
xlist

[pair[1] for pair in d]
[pair[0] for pair in d]

return (sum([u * x ** 2 for u, x in zip(ul, xlist)]) =*
— sum([u * y for u, y in zip(ul, ylist)]) - sum([u *
x for u, x in zip(ul, xlist)]) * sum([u * x * y
for u, x, y in zip(ul, xlist, ylist)])) / (sum(ul)
* sum([u * x ** 2 for u, x in zip(ul, xlist)]) -
(sum([u * x for u, x in zip(ul, xlist)])) ** 2)

LIS

def a(d):
ylist
xlist

[pair[1] for pair in d]
[pair[0] for pair in d]

return (sum(ul) * sum([u * x * y for u, x, y in
— zip(ul, xlist, ylist)]) - sum([u * x for u, x in
zip(ul, xlist)]) * sum([u * y for u, y in zip(ul,

< ylist)1)) / (sum(ul) * sum([u * x **x 2 for u, x in
— zip(ul, xlist)]) - (sum([u * x for u, x in zip(ul,
— xlist)])) #** 2)

def ub(d):

xlist = [pair[0] for pair imn d]

return sqrt((sum([u * x **x 2 for u, x in zip(ul,

— x1ist)])) / (sum(ul) * sum([u * x ** 2 for u, x in
— zip(ul, xlist)]) - (sum([u * x for u, x in zip(ul,
< xlist)])) ** 2))

def ua(d):
xlist = [pair[0] for pair in d]

return sqrt((sum(ul)) / (sum(ul) * sum([u * x ** 2 for
-~ u, x in zip(ul, xlist)]) - (sum([u * x for u, x in
— zip(ul, x1list)])) #** 2))

Abbildung 10: Python-Programm zur linearen Regression. Fiir data wird
eine Tupelliste der Form (x,y) eingegeben, wobei der Fehler fiir jedes y mit
korrektem Index in der Liste error auffindbar ist.
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