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1 Ziel des Versuchs

In diesem Versuch soll mit Hilfe der Durchbiegung eines Stabes der Elasti-
zitdtsmodul von drei unterschiedlichen Materialien bestimmt werden. Au-
Berdem soll die Abhéngigkeit der Biegung von der Dicke und der Linge des
Stabes untersucht werden.

2 Versuchsaufbau und Durchfiihrung

2.1 Aufbau

Messfithler mit digitaler Anzeige
/ Stab

/

Schneide

Optische Bank

Abbildung 1: Optische Bank mit zwei Schneiden zum Auflegen des Sta-
bes. Der Messfiihler misst die, durch das angehingte Gewicht verursachte,
Durchbiegung.

angehiingtes Gewicht

Der Versuchsaufbau (Abb. 1) besteht aus einer optischen Bank mit zwei
Schneiden in verstellbaren Abstand. Auf die Schneiden kann der zu messen-
den Stab gelegt werden. Mit Hilfe einer Klemme, welche am Stab befestigt
wird, kénnen verschiedene (Meomm%'\g%ngt werden. Mittig
iiber dem Stab ist ein elektrischer Messfiihler angebracht, welcher die Durch-
biegung misst.

Es stehen unterschiedliche Stibe, sowie eine Mikrometerschraube, ein Me-
termaf und eine Waage zur Verfiigung.



2.2  Durchfithrung

Zunichst wurde von allen drei zu messenden Stében jeweils fiinf mal Ho-
he und Breite mit der Mikrometerschraube gemessen und notiert. Auch die
Lénge wurde bei allen Stadben vermessen. AuBerdem wurden noch die zur
Verfl'jgung stehenden Gewichte stichprobenartig gewogen.

Als erstes, zu messendes Material wurde Aluminium gewéahlt. Zur Bestim-
mung des Elastizitdtsmoduls wurde eine Messung vorgenommen und je-
weils Auslenkung des Messfiihlers und das angehingte Gewicht notiert. Da-
nach wurde eine genauere Messung zur Uberpriifung der Reproduzierbar-
keit durchgefiihrt. Dazu wurde zwei mal, bei gleichen Bedingungen die selbe
Messreihe mit zehn unterschiedlichen Gewichten aufgenommen.

Die Abhingigkeit der Biegung von der Linge des Stabes wurde ebenfalls
mit Aluminium untersucht. Dazu wurden drei Messreihen, bei gleicher Ori-
entierung, aber unterschiedlichen Léngen des Stabes durchgefiihrt. Die un-
terschiedlichen Léngen wurden durch Verstellen der Schneiden auf der opti-
schen Bank realisiert

Auch die Abhéngigkeit von der Orientierung des Stabes wurde mit Alumini-
um durchgefiihrt, wobei zwei Messreihen des Stabes, einmal quer und einmal
hochkant aufgenommen wurden. Die Lange wurde hierbei festgehalten. Es
wurde noch eine dritte Messreihe zur Dicke aufgenommen, wobei die Linge
beibehalten wurde, allerdings wurde hier ein komplett anderer Aluminium-
stab verwendet.

Des Weiteren wurden noch jeweils zwei Messreihen fiir Stahl und Messing
aufgenommen, wobei darauf geachtet wurde, dass die gewihlte Linge und
Orientierung auch bei Aluminium gemessen wurde, um eine Vergleichbarkeit
der Ergebnisse zu gewéahrleisten.

3 Physikalische Zusammenhénge

Die Belastung eines Stabes entlang seiner Langsachse mit einer Zugkraft F
fithrt zu einer Langenanderung. Bei kleiner Kraft F ist die relative Lingen-
dnderung % proportional zur Kraft und antiproportional zur Querschnitts-
fliche des Stabes. Wir kennen den, sich daraus ergebenen Zusammenhang
als Hookesches Gesetz

Al F o
1T EA E
mit [ als Lénge des Stabes
F als wirkende Zugkraft
E als Elastizitdtsmodul des Materials

o als Zug- oder Normalspannung. )




Die Groéfe, iiber die wir am Ende mit unseren Messdaten den Elastizitéts-
modul bestimmen kénnen, ist der Biegungspfeil (oder einfacher gesagt die
Auslenkung bei Belastung durch ein bestimmtes Gewicht)

s:=z<m=£> =iﬂFG

%, E 4h3b

mit [, h und b als Lénge, Hohe und Breite des Stabes
F' als wirkende Kraft
FE als der Elastizitdtsmodul des Materials.

Uberlegt man sich nun, welche Daten aufgenommen werden und wie wir
diese graphisch auswerten so stellt

=t T
™= B
eine sinnvolle Form dar. Ermittelt man also graphisch oder durch lineare

Regression die Steigung  der Geraden durch die aufgenommenen Daten-
punkte, so kann man mit

1 3¢
h= E 4h3b
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den Elastizitadtsmodul E bestimmen.



4 Auswertung und Fehleranalyse

Im Folgenden werten wir unsere Messdaten aus, und untersuchen, ob die
vermuteten Zusammenhénge zutreffen. Hierzu sollten wir zunéchst die Re-
produzierbarkeit des Experiments iiberpriifen.

Reproduzierbarkeitsmessung

Um die Reproduzierbarkeit zu iiber

i gweimal die gleiche
Messung durch.

~

Reproduzierbarkeitsmessung Aluminium

100 200 300 400 500
Masse [g]

700 800

Messung 1

+ Messung2 —— Linear (M ) —— Linear (Messung 2)

Abbildung 2: Zwei gleiche Messungen im Vergleich (Aluminium), alle Feh-
lerbalken sind enthalten jedoch nicht sichtbar. A

Mit
o= Sy — Y wi Ty J
oyl - (Xw)?
5= nY LY — O T ) Yi

ny 2} — (L zi)?
firy=a+ fz

Vv

haben wir jeweils eine lineare Regression ohne Gewichtung der Daten durch-




gefiihrt und die Fehler mit

s=Jn122[yi—<a+bxi>P
i=1

_ > zf
S *S'\/nzx?— (X )2

n
Sﬂ:s'/nm%—(}:xm /

berechnet. Es ergibt sich fiir die beiden Messreihen eine Steigung von

- T R e
B =(545+3)-10 5 )( Y~ }‘QN\M\DSUN\M ?
By = (5421 +2,1) - 1075 ?
lovmmontes !
4.1 Bestimmung des Fehlers der Linearen Regression

Da wir im Folgenden die Lineare Regression iiber unsere Messdaten von
Hand durchfiihren werden, fithren wir eine gewichtete lineare Regression
tiber die Messdaten der Messing Messung durch, um die daraus gewonnenen
Fehler im Folgenden nutzen zu kénnen.

Die Gewichtungsfaktoren ergeben sich mit

1

9= —
5

und die Steigung und der y-Achsenabschnitt wurden mit Hilfe von

o 9t} 3 givi — X 9imi Y 9iivi
> 9% gzt — (X giw;)®
= 29 L 9i%iYi = 3 9i%i 3 9it
Y9y giz? — (X giws)?
firy=a+ Bz

berechnet.

Fir die Fehler der Steigung und des y-Achsenabschnitts nutzten wir die
folgenden Gleichungen.

Sa = \1 Zgzm?

29> giz? — (X gizi)?

Sﬂ:\/ 29
X9 Y gzt — (X gimi)?




Analytische lineare Regression mit Gewichtung

3,5

2,5
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Auslenkung [mm]

0,5

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Masse [g]

Abbildung 3: Lineare Regression iiber die Messdaten der Messingmessung
(Analytisch), alle Fehlerbalken sind enthalten jedoch nicht sichtbar.

Wir erhalten somit

o reloive\ 1o -2 Sy -7
UrptdlANt SB|(S Wt sgg=12: 3052 (2)
W oauk  Ogamioia X BAC ueQomes (37
\I@Aﬂm e\ Wir werden diesen Fehler im Folgenden fiir alle linearen Regressionen nut-

de SUAOMAN Zen, da diese von Hand durchgefiihrt wurden und eine geeignete Fehlerab-
schitzung hier nicht moglich war (zu kleine Fehlerbalken).




4.2 Materialabhéngigkeit

Um die Materialabhéngigkeit des Biegungspfeils zu priifen, wurden zunéchst
die verwendeten Stibe vermessen. Wir erhielten fiir Aluminium folgende
Werte (Tabelle 1).

Aluminium 5,92 9,9
59 9,92
5,91 9,91
5,91 9,91
5,9 9,9
Mittelwert 1 59080]  9,9080
Fehler 0,0005 0,0022]  0,0022
Tabelle 1: Vermessung des Aluminiumprofils M\— M'\@\x\y\,

WAL Y \ﬁ)/\’\ ‘th‘\w"\\'

Die Fehler wurden wie folgt bestimmt

i WA~

s; = 0,5 mm (geschétzt) o N4
! 2

Sy = 8= z 5-s2=0,0022 mm

mit ss als Messfehler der Mikrometerschraube.

Die Mittelwerte wurden mit der Formel

M of
Ir=— Z T; (3)
7,
=1
bestimmt.
Analog folgen fiir Messing die Werte aus Tabelle 2.
Messing 5,94
5,94 9,92
5,93 9,91
5,94 9,91
5,93 9,9
Mittelwert 1,0000 5,9360 9,9080
Fehler 0,0005 0,0022 0,0022
v

Tabelle 2: Vermessung des Messingprofils




Und fiir Stahl die Werte aus Tabelle 3.

5192

5,92, 9,92
5,92 9,92
5,92 9,92
Mittelwert 1,0000| 5,9200 9,9240
Fehler 0,0005! 0,0022 0,0022

Tabelle 3: Vermessung des Stahlprofils

v

Fiir die Berechnung der Elastitdtsmodule der jeweiligen Materialien benoti-
gen wir auBerdem den Abstand zwischen den beiden Schneiden, auf denen
der Stab aufliegt. Dieser Abstand wurde mit Hilfe eines Mabandes gemes-
sen. Wir erhielten folgenden Wert mit geschéatzter Ungenauigkeit

| = (941,0 £ 0,5) mm

v/

Um nun den Elastizititsmodul zu bestimmen fithren wir eine lineare Re-
gression unserer Messdaten durch. Dies erfolgte in der folgenden Abbildung

von Hand.
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Die von Hand ermittelte Steigungen fiir die Materialien sind
mm
ﬁM&ssing =1,71 E

Bstanl = 3,79
kg

mm
5A1uminium = 5,36 E
Da die Fehler auf der linearen Regression von Hand auf Grund ihrer ge-
ringen Gréfle nicht zu bestimmen sind, verwenden wir die Fehler auf die
Steigung, welche wir vorher beispielhaft fiir Messing analytisch bestimmt
haben (Gleichung (2)). Damit folgen also die Werte

mm
essing — 171,1 + 1,2 . 10”2 ——
Pifessing = ( ) e
Bstanl = (378,8 +1,2) - 102 I_Egm
BAluminium = (535,7 o+ 1,2) . 10_2 ﬂ v
kg
Nun kénnen wir mit Hilfe der Gleichung (1) die Elastizitdtsmodula der Ma- it seloMaann
terialien errechnen, und erhalten Q 2
N
EMessjng - 93 439,4 5
mm
N
Estan = 206474,4 m—
mm
N
EAluminium = 66 381,4 5
mm
Die Fehler auf die Elastizitatsmodule berechnen sich mit der Formel '\Te)/\k@( 2
: .Nw

BB @0 Q) e

Damit erhalten wir, mit den jeweiligen Werten, fiir die Flastizitatsmoduley

N ?
: 3
mm? s w\
. N 8{\“\19\&& 'Q)&\N |
Stahl = (206 500 % 700) —— Tn
N

EAluminium — (66 380 £ 240) )
—— mm

Efessing = (93400 £ 300)

lwzer  ommardas Wit Qj’ﬂ’&?\}\‘ld/\\ Bnic( NV\%M aday dwalickas



4.3 Abhingigkeit von den Maflen des Querschnitts

Um die Abhéngigkeit des Biegungspfeils von Breite und Hohe der Stébe
zu lberpriifen, vergleichen wir die Anderung von Hohe und Breite mit der
Anderung der Steigung die daraus resultiert. Wir erwarten, dass die Steigung
proportional zu k=36~ ist. Falls diese Proportionalitét zutreffend ist gilt,

B h3by o

B2 hiby
Um diesen Zusammenhang zu iiberpriifen, berechnen wir zunéchst den Quo-
tienten der Hohen und Breiten. Hierfiir benétigen wir die jeweiligen grofien
die wie folgt gegeben sind.
Der verwendete Stab war der Selbe, wie bei der Messung der Materialab-
héngigkeit man kann demnach seine Mafle in Tabelle 1 nachlesen. Der Stab

wurde einmal quer und einmal hochkant verwendet, sodass die Breite einmal
zur Hohe wird. Der zweite Alustab,den wir verwendeten hatte die Mafe

Aluminium 1,0000 11,91 11,91

11,91 11,92

11,91 11,91

11,9 11,91

11,9 11,91

|Mmittelwert 1,0000{ 11,9060 11,9120
[Fehler 0,0005 0,0022 0,0022 v

Abbildung 5: Vermessung des Stabprofils

Mit den Fehlern, welche wie in Gleichung (3) berechnet wurden erhalten wir
somit die Werte

bhochkant = (5,9080 % 0,0022) mm = by,
Phochkant = (9,9080 £ 0 ,0022) mm = hh
bquer = (9,9080 £ 0 ,0022) mm
heuer = (85,9080 2= 0 ,0022) mm
bquadratisch = (11,9060 % 0,0022) mm = bQ
hquadratisch = (11,9120 + 0,0022) mm = hq v/

12




Mit diesen Werten berechnen sich die folgenden Quotienten zu

_ hiby

), = = 2812 + 0,004
Ql hgbq 9 )

hgba 3 497 + 0.005
2 — h%b‘h - ¥ )

>

.~ hdb
Qs = -2 =0,830+0,014 . v

Die Fehler wurden mit folgender Formel berechnet.

2 2 2 2
A Shy Sby Shy Sby
c=0n.4/(322 Sty 3oh Sby
5= \/< hz) +<b2) +< hl) +<b1)

Um nun die, fiir den zweiten Quotienten benottigten, Steigungen zu bestim-
men, filhren wir eine lineare Regression iiber die Messdaten durch. Dies

erfolgte in der folgenden Abbildung von Hand.

st oo

13
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Mit den in der Abbildung bestimmten Steigungen,

mm

= 5,25 —

/Bq J kg

Bh = 3,93 00—
kg

mm
=0,5—
Bg =0, e

lassen sich nun die Quotienten bestimmen. Wir erhalten

Q, = Pa _ 2,7155 40,0018
Bh
~  Bn
Q, = = 3,87 £ 0,10
& /
Q=22 =10,5+0,3 .
Ba

Die Fehler wurden mit der folgenden Formel berechnet.

w-t() - (3)

v@(%&jda &gxu“lworfﬁsdwwa 2 “faawzw“ Vovtalwa swea {
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4.4 Abhéngigkeit von der Linge

Um die Abhéngigkeit des Biegungspfeil von der Lénge zu priifen, untersu-
chen wir, wie sich das Verhéltniss der unterschielichen Léngen im Vergleich
mit dem Verhéltnis der Anderungen der Auslenkung verhilt. Wir erwarten,
dass die Steigung proportional zu I3 ist. Falls diese Proportionalitit zutrifft,
gilt

B_18 <
Ba 17

Um diesen Zusammenhang zu iiberpriifen berechnen wir den Quotienten der
kubischen Langen.

~ 13

Q, = l—},, =1,4058 £ 0,0011
2

< 3

Qy = Z%f = 2,7829 + 0,0026
3

% 13

Qs = l_g =1,9710 + 0,0019 e
3

Mit I} = 941 mm, l; = 840mm und I3 = 669 mm und dem Fehler auf die
Messung der Lénge s; = 0,5mm (bei allen Lingen der Selbe). Um nun die
Quotienten der Steigungen zu berechnen miissen wir zunéchst die Steigungen
ermitteln. Hierzu fithren wir eine lineare Regression iiber die Messdaten
durch. Dies erfolgt in der folgenden Abbildung von Hand. >

18
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Mit den in der Abbildung bestimmten Steigungen,

) = D AT mm fir {1

kg
B2 = 3,85 % fiir Iy
B3 = 1,97 % fiir Iy

lassen sich nun folgende Quotienten berechnen. Wir erhalten

Q, = B _ 1,422 + 0,005

B2

Q, = B _ 2,795 + 0,018
B3

Qs = o _ 1,97 +0,13
B3

Die Fehler wurden mit folgender Formel berechnet.

21




5 Diskussion der Ergebnisse

5.1 Reproduzierbarkeitsmessung

Auch wenn die zwei aufgenommenen Messreihen sehr gut libereinanderlie-
gen, haben wir mit

_ lzo—wol

\/82 + 82

Wenn ¢ < 2 dann sind zg + s, und y + 8y vertréaglich

t mit g und yg zu vergleichende Werte

Wenn ¢ > 2 dann sind zg + s, und yg + s, nicht vertraglich

die Vertréglichkeit auf einem Signifikanzniveau von 5% der Steigungen der
linearen Regression tiberpriift. Es ergibt sich

t=0,9

womit die Steigungen vertraglich sind, was neben der eindeutigen Ahnlich-
keit der Messergebnisse, fiir die Reproduzierbarkeit des Versuches spricht. \/

Linowrits #odu'scuy Guade )
5.2 Elastizitdtsmodul der drei gemessenen Stoffe
Zunéchst haben wir aus den von uns aufgenommenen Daten den Elastizi-

tatsmodul von Aluminium, Stahl und Messing bestimmt. Fiir Aluminium
haben wir

N
mm

erhalten, was vom Literaturwert [@} von

N

EAluminium, Iit, = (69~-72, 5) : @ -

um 11 Standartabweichungen abweicht.

Die Werte, welche wir fiir Stahl und Messing ermitteln konnten liegen beide
innerhalb des Intervalls, welches der Literaturwert vorgibt. Bei Stahl haben
wir

N
Eistahl = (206 500 £ 700) —
bei einem Literaturwert [Quelle 1] von i&
N

Estan, Lit. = (1/93...210) ‘@3

ey mm?

22




erhalten. Und bei Messing ergab sich

PhMessing = (93400 £ 300) iz
mm
bei einem Literaturwert [Quelle 1] von
N

EMessing, Lit. = (90...95) - 10° —== —
Uan :

Da alle relativen Fehler der Elastizitdtsmodule sehr ge:i(ng sind, wére es AL uﬂﬁm}
im Nachhinein besser gewesen, nicht die Fehler der analytisch durchgefiihr- MG € evqld sk
ten linearen Regression zu verwenden, sondern einen groBeren realistischen JOL V\U\t ALY WS
Fehler zu schétzen. Da aber alle Werte der graphisch durchgefiithrten linea- §§ Sonolum ot
ren Regressionen auf den Geraden lagen, war kein sinnvoller anderer Fehler L
ersichtlich. M&\ S{( S RXC.

Wabt W ey v -

7
5.3 Antiproportionalitdt der Durchbiegung zu h%b Sdagdr !

Bei der Abhéngigkeit der Biegung von der Hohe und Breite des Stabes ha-
ben wir jeweils zwei Werte zu einer Orientierung des Stabes erhalten, deren
Vertéglichkeit wir priifen kénnen. Es ergibt sich

ot %Gt £~ Wewe nenien,
onown - urt vl herenaun
Vevkosdade Q|

womit alle drei Wertepaare nicht auf einem Signifikanzniveau von 5% ver-
traglich sind.

Dies liegt vor allem an den sehr kleinen Fehlern auf die Abmessungen der
Stédbe und dem kleinen Fehler auf die zeichnerisch und damit eher unge-
nau bestimmte Steigung. Formal kénnen wir also nicht verifizieren, dass
sich die Biegsamkeit antiproportianal zu h3b verhalt. Die Daten lassen aber
vermuten, dass mit weiteren, genaueren Messungen der Zusammenhang zu
bestétigen ist. L

23



5.4 Proportionalitit der Durchbiegung zu /3

Auch bei der Abhangigkeit der Biegsamkeit des Stabes von der Lange haben
wir jeweils zwei Werte erhalten, deren Vertréglichkeit auf einem Signifikanz-
niveau von 5% sich priifen lasst. Man erhalt

womit die Werte des zweiten und des dritten Paares vertaglich sind. Da
auch die Werte des ersten Paares auf den ersten Blick dhnlich aussehen und
die Unvertraglichkeit haupséchlich durch die zu klein geschétzten Fehler
entsteht, legt unsere Messung den proportionalen Zusammenhang zwischen
der Biegbarkeit und der kubischen Lénge nahe.

5.5 Graphische Darstellung der Ergebnisse

0,005 o

0,004

Nachgiebigkeit [mm/kg]

01,001

0,002 -

i IR NLMAT s o G vanghon “Madesdia!
‘\ 7 . \'\\\
‘ I/ ¥a YN oY N
s Langi . . o
d x
IS -
Y -
. 0 -
T it
P >
* -
[} »*
[
E E: / »v‘
s =
Pradee & P
N :
- ‘ X
Al [guer, 669 mm] Au fhoch, 669 mm] Al [dick, 569 mm] Alu [hoch, 340 mm] Aly [hoch, 941mm]  Messing [hoch, 941 mm]  Stahl [hoch, 941 mm]

Abbildung 8: Vergleichende Darstellung der Ergebnisse
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5.6 Betrachtung sonstiger Fehler

Sowohl wihrend der Messung, als auch in der Auswertung haben wir das
Eigengewicht der Stébe, der Halterung und die Andruckkraft des Messfiih-
lers nicht beachtet. Da wir uns mit der Messung aber im linearen Bereich
des Hookeschen Gesetzes befinden, fiihrt die nur zu einer Verschiebung des
Nullpunktes, nicht aber zu einer Verdnderung der fiir uns relevanten Stei-
gung.

Den Fehler auf die von uns gegebenen Massestiicke haben wir nach stich-
probenartigen Messungen auf +0,1g auf den im Versuchsheft angegebenen
Wert geschétzt. Der Fehler wiirde sich bei Auflegen von mehr Massestiicken
fortpflanzen, da aber bei der durchgefiihrten linearen Regression mit Ge-
wichtung nur die y-Fehler beachtet werden, haben wir den Fehler auf die
einzelnen Massestiicke auf die Gesamtmasse iibertragen. Insgesamt spielt
der Fehler der Massen nur in die Bestimmung der Steigung ein, das kénnte
neben der zeichnerischen Ungenauigkeit, bei sehr kleinem analytischen Feh-
ler ein weiterer Grund fiir die deutlich zu kleinen Fehler bei der Steigung
sein. |/
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